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第 1章 集合論

問題 1.1.1.

f ←→ g,A←→ X,B ←→ X.

問題 1.1.2.

(1) f(S) = {3, 4}.
(2) f−1(S1) = ∅, f−1(S2) = {1, 3, 4, 5}.
(3) f−1(2) = ∅なので全射ではない.

(4) f(1) = 3 = f(4)なので単射ではない.

問題 1.1.3.

全射: 行き先のすべての元に対して, そこに行くもとの集合の元がある.

単射: どの 2つの元も同じ元に行かない.

問題 1.1.4.

全射: f(x) = x, g(x) = x3, h(x) = x+ sinx.

単射: f(x) = x, g(x) = ex, h(x) = arctanx.

問題 1.1.5.

『f が全単射 ⇐⇒ f は逆写像をもつ』を示せばよい.

=⇒ f が全単射であることから, ∀b ∈ B について, f(a) = bとなるような a ∈ Aがただ一つだけ存在す
る. このような a, bに対して, 写像 g : B → Aを g(b) = aとなるように定義することができ, このと
き g ◦ f = idA, f ◦ g = idB なので, g は f の逆写像になる.

⇐= a1, a2 ∈ Aについて, f(a1) = f(a2)ならば,

a1 = f−1 ◦ f(a1) = f−1(f(a1)) = f−1(f(a2)) = f−1 ◦ f(a2) = a2

なので, f は単射である. また, f ◦ f−1 = idB より, ∀b ∈ B について, f−1(b) ∈ A が存在して,

f(f−1(b)) = bとなるので, f は全射である.

問題 1.1.6.

(1) g が全射なので, ∀c ∈ C について, g(b) = cとなるような b ∈ B が存在し, f が全射なので, この bに対
して f(a) = bとなるような a ∈ Aが存在する. したがって, ∀c ∈ C について, g ◦ f(a) = g(f(a)) = c

となるような a ∈ Aが存在するので, g ◦ f は全射である.
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(2) f が単射なので, 相異なる x, y ∈ Aについて, f(x) 6= f(y)であり, g が単射なので, g(f(x)) 6= g(f(y))

が成立する. したがって, g ◦ f は単射である.

(3) g ◦f が全射なので, ∀c ∈ C について, g ◦f(a) = cとなるような a ∈ Aが存在する. このとき, b = f(a)

とすれば, ∀c ∈ C について, g(b) = c となるような b ∈ B が存在することがいえるので, g は全射で
ある.

(4) g ◦ f が単射なので, 相異なる x, y ∈ Aについて g ◦ f(x) 6= g ◦ f(y)である. ここで, f(x) = f(y)と仮
定すれば, g(f(x)) = g(f(y))となって矛盾するので, f(x) 6= f(y). したがって, f は単射である.

問題 1.1.7.

『f が全射 ⇐⇒ ∀S ⊂ B について, f(f−1(S)) = S』を示せばよい.

=⇒ f(f−1(S)) = {f(b) ∈ B | b ∈ {a ∈ A | f(a) ∈ S}} であり, ∀y ∈ S について, f の全射性か
ら f(x) = y となるような x ∈ A が存在するので, f({a ∈ A | f(a) ∈ S}) = S. したがって,

f(f−1(S)) = S.

⇐= f が全射でないならば, ある b ∈ B が存在して, f(a) = bとなるような a ∈ Aが存在しない. このと
き S = {b}とすれば, {a ∈ A | f(a) ∈ S} = ∅なので, f(f−1(S)) = ∅ 6= S となって矛盾.

問題 1.1.8.

f−1(f(f−1(S))) = {z ∈ A | f(z) ∈ f(f−1(S))}
= {z ∈ A | f(z) ∈ {f(x) ∈ B | x ∈ {y ∈ A | f(y) ∈ S}}}
= {z ∈ A | f(z) ∈ S}
= f−1(S).

問題 1.1.9.

(1) x = 9
2 .

(2) A = Z, B = {0}.
(3) A = B = Z, S1 = {0}, S2 = {1}, f(0) = f(1) = 0.

問題 1.1.10.

(1) (d), (2) (a), (3) (b).

問題 1.1.11.

(1) (Aが成り立たないまたは Bが成り立たない)かつ Cが成り立たない.

(2) Aが成り立ち, かつ Bと Cの両方が成り立たない.

(3) (Aが成り立ち, Bが成り立たない)または (Bが成り立ち, Aが成り立たない).

(4) ある自然数 nが存在して, すべての実数 xに対して, x ≤ 0または 1
n ≤ x.

(5) ある ϵ > 0があり, すべての δ > 0に対し, ある x, y ∈ [0, 1]が存在し, |x−y| < δかつ |f(x)−f(y)| ≥ ϵ
が成り立つ.

問題 1.1.12.
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(1) ある. (2) ない.

問題 1.1.13.

{(x, y) ∈ R× R | x ≤ y}, {(x, y) ∈ R× R | x = y}, {(x, y) ∈ Z× Z | x ≡ y (mod 2)}.

問題 1.2.1.

f : C→ Rを極座標を用いて, z = r(cos θ + i sin θ) 7→ cos θ で定める.

z = r(cos θ + i sin θ) = r(cos(θ + 2π) + i sin(θ + 2π))

なので z の表示は一意ではないが, f は表示の仕方によらずに well-definedになる.

問題 1.2.2.

べき集合 2V , 恒等写像 idV , 直積集合 V × V , {f : V → V | f は線形写像 }, V の加法単位元 0V .

問題 1.3.1.

(1) X の全順序部分集合 A の添え字集合を Λ とし, T =
∪

(S,f)∈A S とする. x ∈ T に対して, ある
λ ∈ Λ が存在して x ∈ Sλ となるので, g(x) = fλ(x) と定めれば, これは A が全順序であることから
well-definedであり, (T, g)は Aの上界になる. したがって, Zornの補題により, X は極大元をもつ.

(2) (a)が成立しないならば (b)が成立することを示せばよい. (a)が成立しない時には x ∈ A \ S0 をとる
ことができ, B \ f(S0) 6= ∅ ならば, y ∈ B \ f(S0) として, F を F (x) = y となるような f0 の拡張と
すれば, F は単射であり, これは (S0, f0) ≤ (S0 ∪ {x}, F ) かつ (S0, f0) 6= (S0 ∪ {x}, F ) となるので,

(S0, f0)が極大元であることに反する. したがって, (b)が成立する.
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第 2章 群の基本

問題 2.1.1.

1が Gの単位元であることに注意すれば, これに対する 0の逆元が存在しないので, Gは群ではない.

問題 2.1.2.

0 ∈ Rが Gの単位元であることに注意すれば, a = −1のとき −1 ◦ b = −1となるので, −1の逆元は存在し
ない. ゆえに, Gは群ではない.

問題 2.1.3.

ρ1 = (1 2 3), ρ2 = (1 3 2), τ1 = (1 2), τ2 = (1 3), τ3 = (2 3), eを単位元とする.

S3 e τ1 τ2 τ3 ρ1 ρ2

e e τ1 τ2 τ3 ρ1 ρ2

τ1 τ1 e ρ2 ρ1 τ2 τ3

τ2 τ2 ρ1 e ρ2 τ3 τ1

τ3 τ3 ρ2 ρ1 e τ1 τ2

ρ1 ρ1 τ3 τ1 τ2 ρ2 e

ρ2 ρ2 τ2 τ3 τ1 e ρ1

問題 2.1.4.

((ab)c)d = (a(bc))d = a((bc)d).

問題 2.1.5.

c = ((ba)−1abdd−1)−1 = ((ba)−1ab)−1 = (ab)−1ba = b−1a−1ba.

問題 2.1.6.

(1) σ−1
1 = (2 3 4 1) = (1 2 3 4).

(2) σ−1
2 = (1 3)(2 4).

(3) σ1σ3 = (4 2 3 1) = (1 4).

(4) σ−1
2 σ4 = (2 4).

(5) σ−1
3 = (4 2 3)より, σ3σ1σ

−1
3 = (1 2 4 3).
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(6) σ−1
2 σ4σ2 = (1 3).

問題 2.2.1.

(1) 2. (2) 4. (3) 6. (4) 6. (5) 4
32

= 2
16

= 1
5 × 2 = 2.

問題 2.2.2.

(1) 34× 21× 33 = 17× 3× 33 = 12× 33 = 6.

(2) 25× 18× 13 = 0.

(3) 16
8
= 22

4
= 16

2
= 22.

(4) 16
34

= 16
8
22 = 484 = 16.

問題 2.3.1.

『H が Gの部分群 ⇐⇒ ∀x, y ∈ H 6= ∅に対して, x−1y ∈ H』を示せばよい.

=⇒ H が部分群なので, ∀x, y ∈ H について, x−1 ∈ H より, x−1y ∈ H.

⇐= H 6= ∅より, x = y とすれば, 1G ∈ H がいえ, y = 1G とすれば, ∀x ∈ H について x−1 ∈ H がわか
る. これを使えば, ∀x, y ∈ H について, x−1 ∈ H より, xy = (x−1)−1y ∈ H となるので, 命題 2.3.2

より, H は部分群になる.

問題 2.3.2.

1GL2n(R) ∈ H より, H は空でなく, x, y ∈ H について,

t(x−1y)Jn(x
−1y) = ty(tx−1Jnx

−1)y = ty(tx−1(txJnx)x
−1)y = tyJny = Jn

となるので, 演習問題 2.3.1より H は部分群になる.

問題 2.3.3.

1GLn(C) ∈ H より, H は空でなく, x, y ∈ H について,

t(x−1y)(x−1y) = tytx−1x−1y = tytx−1(txx)x−1y = In

となるので, 演習問題 2.3.1より H は部分群になる.

問題 2.3.4.

(1) 1G ∈ B で, x ∈ B について, x の余因子行列を x̃ とする. これの (i, j) 小行列を Mi,j とすれば,

(x̃i,j) = (−1)i+j detMi,j であり, i < j のときには detMi,j = 0 なので, x−1 = x̃
det x ∈ B がわかる.

また, x, y ∈ B について, xy ∈ B となるので, B は部分群である.

(2) n = 1の場合には明らかに可換群なので, n ≥ 2の場合を考える. Ei,j を (i, j)成分のみが 1で, それ以
外の成分が 0となるような行列として定めれば, E1,1, En,1 ∈ B であり,

E1,1En,1 = O 6= En,1 = En,1E1,1

となるので, B は可換群ではない.
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問題 2.3.5.

R> は空ではなく, x, y ∈ R> について, x−1y = y
x ∈ R> となるので, 演習問題 2.3.1より R> は部分群に

なる.

問題 2.3.6.

0R = 0 /∈ R> より, R> は部分群ではない.

問題 2.3.7.

w = cos
(
2π
n

)
+ i sin

(
2π
n

)とすれば, wn = 1である. また, 逆に zn = 1のとき, z = cos θ + i sin θ とすれ
ば, θ = 2π

n k (k ∈ Z)がわかるので, H の元は wm という形で表すことができる. このとき, 1 ≤ m < nなら
ば wm 6= 1であり, 1 ≤ i, j < nについて, i 6= j ならば wi 6= wj なので, H は w を生成元とする位数 nの巡
回部分群である.

問題 2.3.8.

(1) S3 は可換群ではないので, 巡回群ではない.

(2) Qのすべての元がゼロでないある g ∈ Qを用いて, ngの形で表すことができると仮定すると, g
2 /∈ Qと

なって矛盾する. また, g = 0の場合にも, {0} 6= Qなので, Qは加法について巡回群ではない.

(3) Rのすべての元がゼロでないある g ∈ Rを用いて, ng の形で表すことができると仮定すると, g
2 /∈ Rと

なって矛盾する. また, g = 0の場合にも, {0} 6= Rなので, Rは加法について巡回群ではない.

(4) g ∈ Q× は g = n
m (m > 0)と既約分数で表すことができる. p > max{|m|, |n|}なる素数 pを取れば,

1
p ∈ Q× であり, ある k を用いて gk = 1

p と仮定すれば, nkp = mk となるが, これは n, mが互いに素
なことと pの選び方から矛盾が生じる. したがって, Q× は巡回群ではない.

(5) x, y 平面上において, (a, b)と原点を通る直線を考えると,

{n(a, b) | n ∈ Z} ⊂

{
(Z≥ × Z≥) ∪ (Z≤ × Z≤) ((a, b) ∈ (Z≥ × Z≥) ∪ (Z≤ × Z≤))

(Z≥ × Z≤) ∪ (Z≤ × Z≥) ((a, b) ∈ (Z≥ × Z≤) ∪ (Z≤ × Z≥))

なので, Z× Zは成分同士の加法について巡回群ではない.

問題 2.3.9.

(1) S = 〈σ1, σ2, · · · , σn−1〉とすれば, (i i+ 2) = σiσi+1σi ∈ S であり, 同様にして互換はすべて S に属
することがわかる. 次に, (i1 i2 · · · ir) ∈ S を示す. σ = (i1 ir), τ = (i1 i2 · · · ir−1)とすれば,

στ(ik) =


σ(ik+1) = ik+1 (1 ≤ k ≤ r − 2)

σ(i1) = ir (k = r − 1)

σ(ir) = i1 (k = r)

となるので, στ = (i1 i2 · · · ir). これを繰り返すことにより, (i1 i2 · · · ir)は互換の積で表すこと
ができる, つまり, S に属するということが分かるので, Sn は σ1, σ2, · · · , σn−1 で生成されることが
示された.

(2) 1 ≤ i < nについて, σi−1τσ−(i−1) = (i i + 1)となることを示す. k を nで割った余りを k とすれ
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ば, nと 0を同一視することにより,

σi−1τσ−(i−1)(k) = σi−1τ(k − (i− 1)) =


σi−1(2) = i+ 1 (k = i)

σi−1(1) = i (k = i+ 1)

σi−1(k − (i− 1)) = k (k 6= i, i+ 1)

となるので, σi−1τσ−(i−1) = (i i+ 1) = σi であり, (1)より, Sn は σ1, σ2, · · · , σn−1 で生成される
ので, Sn は σ, τ で生成されることが示された.

問題 2.4.1.

(1) GCD(36,−48) = 12, LCM(36,−48) = |36|| − 48|/GCD(36, -48) = 144.

(2) 互いに素.

問題 2.4.2.

(1) ユークリッドの互除法を用いれば, 395 = 1 · 265 + 130, 265 = 2 · 130 + 5, 130 = 26 · 5より, d = 5.

(2) (x, y) = (−2, 3).

問題 2.4.3.

(1) 2
−1

= 4, 3
−1

= 5, 4
−1

= 2, 5
−1

= 3, 6
−1

= 6.

(2) 284x+ 3y = 1となるような (x, y)を求めればよい. ユークリッドの互除法を用いて, 284 = 94 · 3 + 2,

3 = 1 · 2 + 1より, (x, y) = (−1, 95)が解の一つなので, 3
−1

= 95.

問題 2.4.4.

系 2.4.13より, q が pn と互いに素なことと, qx+ pny = 1となるような整数の組 (x, y)が存在することは
同値である. このような (x, y)が存在するとき, q−1 = xとなるので, q ∈ (Z/pnZ)× がわかる. これより, pn

より小さい自然数で, pn とは互いに素であるものの個数が (p− 1)pn−1 であることをいえればよく, pは素数
なので, 互いに素でないものの個数は pn

p = pn−1 = pn − (p− 1)pn−1 とわかり, 主張が示された.

問題 2.4.5.

(x35)k = 1G となるような k が求めるものである, つまり, 35k = 60mを満たす整数 mが存在する最小の
自然数 k を求めればよい. これは両辺を 5で割れば, k = 12であることがわかる.

問題 2.4.6.

nk = dm を満たす整数 m が存在するような最小の自然数 k を求めれば十分であり, これは k =

d/GCD(n, d) = LCM(n, d)とすればよい.

問題 2.4.7.

命題 2.4.19より位数 nの元が生成する群の位数は nであり, Z/dZについて, 元の位数が dとなるには演習
問題 2.4.6から dと互いに素であることが必要十分である. したがって, 以下のようになる.

(1) 1, 2, 3, 4.

(2) 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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(3) 1, 3, 5, 7.

(4) 1, 2, 4, 5, 7, 8.

(5) 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14.

問題 2.4.8.

g ∈ Gに対し g−1 = g より, a, b ∈ Gについて, (ab)(ba)−1 = (ab)(ba) = abba = aa = 1G

問題 2.4.9.

(1)

g4 = g2g2 =

(
−1 0
0 −1

)(
−1 0
0 −1

)
= 1G

と命題 2.4.18より, g の位数は 4となる.

h6 = h3h3 =

(
−1 0
0 −1

)(
−1 0
0 −1

)
= 1G

であって, これより h3 6= hなので h2 6= I2 がわかる. これらと命題 2.4.18より, hの位数は 6となる.

(2)

gh =

(
1 0
1 1

)
であり, (

1 0
n 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
1 0

n+ 1 1

)
なので,

(gh)n =

(
1 0
n 1

)
6= 1G

となって, ghの位数は無限である.

問題 2.4.10.

(1) a, bの位数をそれぞれ n, mとすれば可換性より, (ab)nm = 1G なので, abの位数は有限.

(2) 1g ∈ H であり, aと a−1 の位数は一致するので, これらと (1)より H は部分群である.

問題 2.5.1.

(1) xm+k = xk のとき, ym+k = yk となるので, mは nの倍数であることがわかる. 逆に, mが nの倍数
ならば, この性質は成立する. したがって, 求めるべき必要十分条件はmが nの倍数であることとなる.

(2) ϕ(x) = y で定めれば, ϕ(xi) = ϕ(x) · · ·ϕ(x) = yi が成立し, G, H はそれぞれ x, y で生成されるので,

(1)よりこれは well-definedな準同型になる.

問題 2.5.2.

Gの可換性より, g, h ∈ Gについて, ϕn(gh) = (gh)n = gnhn = ϕn(g)ϕn(h)なので, これは準同型.

問題 2.5.3.
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(1) ϕが準同型なので, g の位数を nとすれば, ϕ(g)n = ϕ(gn) = ϕ(1G) = 1H となり, これより, ϕ(g)の位
数は nの約数であることが分かる.

(2) ϕ(g)の位数をmとする. このとき, ϕ(gm) = ϕ(g)m = 1H となるが, ϕが準同型なことより ϕ(1G) = 1H

であり, 仮定よりこれが単射なので, gm = 1G になる. 今, これより nはmの約数であることがわかり,

これと (1)より, n = mがいえる.

問題 2.5.4.

同型 ϕ : Z/4Z→ Z/2Z× Z/2Zが存在すると仮定する. Z/4Zの元 0, 1, 2, 3の位数はそれぞれ 1, 4, 2, 4で
あり, Z/2Z× Z/2Zには位数が 4の元は存在しない. しかし, これは演習問題 2.5.3(2)に反する. したがって,

Z/4Zと Z/2Z× Z/2Zは同型ではない.

問題 2.5.5.

(xyx−1)n = (xyx−1) · · · (xyx−1) = xynx−1.

問題 2.5.6.

(1)

G =

(
g1,1 g1,2
g2,1 g2,2

)
として, GA = BGを解けば, g1,1 = 0, g1,2 = g2,1 がわかる. 逆にこのとき, GA = BGが成立する. 例
えば, g1,2 = g2,1 = g2,2 = 1とすれば,

G =

(
0 1
1 1

)
∈ GL2(R)

なので, Aと B は GL2(R)において, 共役であることがわかる.

(2) (1)の条件を満たす Gについて, detG = −g21,2 6= 1より, Aと B は SL2(R)において共役ではない.

(3) (1)の条件を満たす Gについて, detG = −g21,2 より, g1,2 = iとすれば, G ∈ SLn(C)となるので, Aと
B は SLn(C)においては共役である.

問題 2.5.7.

Gを位数 nの有限巡回群とすれば, AutG ∼= (Z/nZ)× であることを示す. Gから Gへの恒等写像は自己同
型なので, AutG 6= ∅であり, また, Gの生成元を g とし, 以下のように ψ を定める

ψ : (Z/nZ)× 3 m 7→ ϕm ∈ AutG (ϕm(g) = gm)

このとき, g の位数は nなので, ψ は well-definedであり, x, y ∈ (Z/nZ)× について, ψ(x) = ψ(y)とすれば,

特に生成元 g について ψ(x)(g) = ψ(y)(g)となるので, x = y. ゆえに, ψ は単射である. また, ϕ ∈ AutGに
ついて, ϕ(g) = gk (0 ≤ k < n)と表すことができ, このとき, ϕ = ϕk となる. ここで, 演習問題 2.5.3(2)より,

ϕ(g)の位数は nなので, k は nと互いに素であることがわかり, 系 2.4.14より, |AutG| = |(Z/nZ)×|がいえ
る. これらはともに有限なので, ψ は全射である. 次に, x, y ∈ (Z/nZ)× について,

ψ(xy)(g) = ϕxy(g) = gxy = ϕx(ϕy(g)) = (ϕx ◦ ϕy)(g) = (ψ(x) ◦ ψ(y))(g)

より, ψ が準同型であることもわかる. 以上より, AutG ∼= (Z/nZ)× が示された.
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(1) Z/5Z は 1 を生成元とする巡回群なので, 上に述べたことにより, Aut(Z/5Z) ∼= (Z/5Z)×. 次に,

Z/4Z ∼= (Z/5Z)× を示す. 例 2.4.15(1)より, (Z/5Z)× は位数 4の群であり, 2 ∈ (Z/5Z)× は位数 4の
元なので, (Z/5Z)× は位数 4の巡回群になる. これと例 2.10.6より, Z/4Z ∼= (Z/5Z)× がわかる. した
がって, Aut(Z/5Z) ∼= Z/4Zが示された.

(2) (1)と同様に Aut(Z/7Z) ∼= (Z/7Z)× であり, 例 2.4.15(1)より, これは位数 6の群で, 5 ∈ (Z/7Z)× は
位数 6の元なので, (Z/7Z)× は位数 6の巡回群になる. これと例 2.10.6より, (Z/7Z)× ∼= Z/6Zがわか
る. したがって, Aut(Z/7Z) ∼= Z/6Zが示された.

(3) (1)と同様にAut(Z/8Z) ∼= (Z/8Z)×である. 次に (Z/8Z)× ∼= Z/2Z×Z/2Zを示す. −1, 5 ∈ (Z/8Z)×

が生成する部分群 〈−1〉, 〈5〉について, (Z/8Z)× は可換なので, これらは正規部分群となる. また, 4を
法として考えれば, 〈−1〉 ∩ 〈5〉 = {1(Z/8Z)×}がわかる. −1, 5の位数はそれぞれ 2であって, 命題 2.9.2

と演習問題 2.4.7(3)より, |〈−1〉〈5〉| = 4 = |(Z/8Z)×|となるので, 有限性から 〈−1〉〈5〉 = (Z/8Z)× が
いえる. ここで, 命題 2.9.2 を使えば, (Z/8Z)× ∼= 〈−1〉 × 〈5〉 となるが, 〈−1〉, 〈5〉 は位数が 2 の巡回
群であることと, 例 2.10.6より, 〈−1〉 ∼= 〈5〉 ∼= Z/2Zなので, (Z/8Z)× ∼= Z/2Z × Z/2Zとなる. した
がって, Aut(Z/8Z) ∼= Z/2Z× Z/2Zが示された.

(4) (1) と同様に Aut(Z/9Z) ∼= (Z/9Z)× であり, (Z/9Z)× には位数 3, 2 の元がそれぞれ存在する (4, 8)

ので, 可換性から Z/3Z, Z/2Z は (Z/9Z)× の正規部分群である. ここで, 元の位数を比較すれば,

Z/3Z∩Z/2Z = {1(Z/9Z)×}であって, 命題 2.10.3と演習問題 2.4.4より, |(Z/3Z)(Z/2Z)| = |(Z/9Z)×|
となる. ゆえに, 有限性から, (Z/3Z)(Z/2Z) = (Z/9Z)× がいえる. これらと, 命題 2.9.2 より,

(Z/9Z)× ∼= Z/3Z× Z/2Zとなるので, Aut(Z/9Z) ∼= Z/3Z× Z/2Zが示された.

(5) (1) と同様に Aut(Z/15Z) ∼= (Z/15Z)× であり, 定理 2.9.3(中国式剰余定理) から Z/15Z ∼= (Z/5Z ×
Z/3Z)× ∼= Z/5Z×Z/3Zなので,単元の準同型写像による像が単元であることを考えれば, (Z/15Z)× ∼=
(Z/5Z)×× (Z/3Z)× がいえる. (1)より, (Z/5Z)× ∼= Z/4Zであり, 同様にして (Z/3Z)× ∼= Z/2Zがわ
かるので, これらより, (Z/15Z)× ∼= Z/4Z× Z/2Zとなる. したがって, Aut(Z/15Z) ∼= Z/4Z× Z/2Z
が示された.

問題 2.5.8.

(1) g = b ∈ Gとすれば, gab = bag なので ab, baは Gで共役.

(2) abの位数が有限な場合 abの位数を nとすれば, (ba)n+1 = b(ab) · · · (ab)a = baであり, 両辺に baの
逆元をかければ, (ba)n = 1G がわかる. これより, baの位数は有限であり, それを mとすれば, n

はmの倍数である. 同様にmが nの倍数であることもわかるので, n = mが示される.

abの位数が無限な場合 baが有限の位数をもつと仮定すれば, 上記より abも有限の位数をもつことに
なって矛盾. したがって, baの位数も無限である.

問題 2.5.9.

ϕが全単射であることを示せばよい. x ∈ Gに対し, ϕ(x) = idGならば, 任意の g ∈ Gについて, xgx−1 = g

となる. これは xと任意の g が可換であることを示しているが, 演習問題 2.1.3より, x = 1G となることがわ
かる. ゆえに, 命題 2.5.13より, ϕは単射である. σ = (1 2 3), τ = (1 2)とすれば, 例 2.3.20より, 〈σ, τ〉 = G

となるので, AutGの元を区別するには σ と τ の像をみればよいが, 演習問題 2.5.3(2)と Gの各元の位数を考
えれば, σ, τ の像として取り得るのはそれぞれ 3通りと 2通りあるので, |G| = 6 ≥ |AutG|がわかる. これよ
り ϕは全単射であることが示された.
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問題 2.6.1.

Rにより定まる二項関係を ∼とすれば, (1, 2), (2, 4) ∈ Rなので, 1 ∼ 2かつ 2 ∼ 4. しかし, (1, 4) /∈ Rな
ので, これは推移律を満たさず, 同値関係にはならない.

問題 2.6.2.

a, b, c ∈ Gについて, 1Ga = a1G より, a ∼ aであり, a ∼ bならば, ある g ∈ Gが存在して ga = bg となる
が, このとき g−1b = ag−1 なので, b ∼ a. また, a ∼ bかつ b ∼ cならば, ある g, h ∈ Gを用いて ga = bg か
つ hb = chと表すことができるが, このとき (hg)a = c(hg)なので, a ∼ cとなる. したがって, ∼は G上の
同値関係である.

問題 2.6.3.

位数 5の群の部分群として位数 3の群が存在するならば, 系 2.6.21(1)より 3は 5の約数となるが, これは
明らかに不合理なので, そのような部分群は存在しない.

問題 2.6.4.

命題 2.3.3 より, H ∩K は群になるので, H ∩K は H, K それぞれの部分群である. ここで, 系 2.6.21(1)

より, |H ∩ K| は |H| と |K| の約数であるが, |H|, |K| は互いに素なので, |H ∩ K| = 1. したがって,

|H ∩K| = {1G}がわかる.

問題 2.7.1.

σ ∈ G について, σ /∈ H = H1GH のとき, σ(4) 6= 4 であり, σ(4) = 1 の場合には (1 1)σ(4) = σ(4) と
定めることにより, (1 4)(1 σ(4))σ(4) = 4となるので, (1 4)(1 σ(4))σ ∈ H となることがわかる. このとき,

σ ∈ H(1 4)H なので, 完全代表系として {1G, (1 4)}がとれる.

問題 2.7.2.

(1) in < iについて, αi = −gi,n/gin,n とし, b1 を対角成分が 1で, (i, in)成分が ai であるような行列, つ
まり, 以下のようなものとする.

b1 =



1
. . .

1

αin+1
. . .

...
. . .

αn 1


このとき, b1 は正則な下三角行列であり,

(b1g)i,n =

{
0 (i 6= in)

gin,n (i = in)

が満たされる. 次に, 0 ≤ j < nについて, βj = −(b1g)in,j/(b1g)in,n とし, b2 を対角成分が 1で, (n, j)
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成分が βj となるような行列, つまり, 以下のようなものとする.

b2 =



1
. . .

. . .

. . .

. . .

β1 · · · · · · · · · βn−1 1


このとき, b2 は正則な下三角行列であり,

(b1gb2)i,n =

{
0 (i 6= in)

gin,n (i = in)
, (b1gb2)in,j =

{
0 (j 6= n)

gin,n (j = n)

が満たされる. したがって, 条件を満たすような正則な下三角行列 b1, b2 は存在する.

(2) gn = g とし, gk−1 = b1,kgkb2,k と定める. また, (gk)i,k 6= 0 となるような最小の i を ik とする.

gk ∈ GLn(R)なので, このような ik (1 ≤ k ≤ n)は存在する. ここで,

αk,l = −(gk)l,k/(gk)ik,k, βk,l = −(b1,kgk)ik,l

b1,k =



1
. . .

1
(gk)ik,k

αk,ik+1
. . .

...
. . .

αk,n 1


, b2,k =



1
. . .

. . .

βk,1 · · · βk,k−1 1
. . .

1


と定めれば, g0 は置換行列になる. 正則な下三角行列の積は正則な下三角行列になるので,

b1 = b1,1 · · · b1,n, b2 = b2,1 · · · b2,n

とすることにより, b1gb2 は置換行列になる.

(3) σ(n) = k のとき,

(Pσ)n,j =

{
0 (j 6= k)

1 (j = k)
, (Pσ)i,k =

{
0 (i 6= n)

1 (i = n)

となる. このとき

(Pτ )n,k = (b1Pσb2)n,k =

n∑
l=1

(b1)n,l(Pσb2)l,k = (b1)n,n(Pτ b2)n,k = (b1)n,n

であって, b1 が正則な下三角行列であることから (b1)n,n 6= 0となるので, Pτ が置換行列であることか
ら (Pτ )n,k = 1. したがって, τ(n) = k = σ(n)である.
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(4) b1Pσb2 = Pτ と b2 が下三角行列であることから,

(b1)i,σ(n) =

n∑
l=1

n∑
k=1

(Pτ )i,k(b
−1
2 )k,l(P

−1
σ )l,σ(n)

=

n∑
l=1

n∑
k≥l

(Pτ )i,k(b
−1
2 )k,l(P

−1
σ )l,σ(n)

が成り立つ. また, Pσ, Pτ は置換行列なので,

(b1)i,σ(n) = (b−1
2 )τ−1(i),n

となる. ここで, (b−1
2 )τ−1(i),n 6= 0とすれば, τ−1(i) ≥ nが成り立つ. これより, τ(n) = iであり, (3)

より i = σ(n)が従う.

行列の成分を計算することにより,

(Pνb1Pν−1)i,j = (Pν)i,ν−1(i)(b1)ν−1(i),ν−1(j)(Pν−1)ν−1(j),j

が従う. 以下, i < j の場合に (b1)ν−1(i),ν−1(j) = 0であることを示す.

i < σ(n)のとき ν−1(i) = i であり, j ≥ σ(n) ならば ν−1(j) ≥ σ(n) であり, j < σ(n) ならば
ν−1(j) = j となるので, それぞれの場合について ν−1(i) < ν−1(j)が成り立つ. b1 は下三角行列な
ので, これより, (b1)ν−1(i),ν−1(j) = 0となる.

σ(n) ≤ iのとき i < j より, i 6= nであり, このとき ν の定義から ν−1(i) < ν−1(j)が成り立つので,

(b1)ν−1(i),ν−1(j) = 0となる.

以上より, Pνb1Pν−1 ∈ bである.

(5) Pνb1Pν
−1 = b3 とおくと, (4)より b3 ∈ B であり, b3Pνσb2 = Pντ となる. b2, b3 を以下のようにおく．

b2 =

(
α2 0
γ2 δ2

)
, b3 =

(
α3 0
γ3 δ3

)
.

ここで, α2, α3 は n− 1次の正則な下三角行列である．また，

Pσ =

 Aσ 0
t0 1
Bσ 0


とおくと，

Pνσ =

 Aσ 0
Bσ 0
t0 1


となるので, νσ の {1, . . . , n− 1}への制限を σ′ とすると,

Pνσ =

(
Pσ′ 0
t0 1

)
.

同様に ντ の {1, . . . , n− 1}への制限を τ ′ とし, (3)より σ(n) = τ(n)が成り立つことに注意すれば，

Pντ =

(
Pτ ′ 0
t0 1

)
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となる. ゆえに, b3Pνσb2 = Pντ より,(
α3Pσ′α2 0

γ3Pσ′α2 + δ3γ2 δ3δ2

)
=

(
Pτ ′ 0
t0 1

)
.

であるから, α3Pσ′α2 = Pτ ′ が成り立つ. このとき, (3) と同様にして σ′(n − 1) = τ ′(n − 1) となり,

σ(n − 1) = τ(n − 1)が従う. 以上を繰り返せば, σ(n) = τ(n), σ(n − 1) = τ(n − 1), . . . , σ(1) = τ(1)

となり，σ = τ が示された.

問題 2.8.1.

(1) (1 2 3) ∈ S3 と (1 4) ∈ S4 について, それぞれを σ, τ で表すことにすれば,

τστ−1(4) = τστ(4) = 2

となるので, τστ−1 /∈ S3. したがって, S3 は S4 の正規部分群ではない.

(2) (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈ SO(2),

(
0 1
1 0

)
∈ GL2(R)

について, (
0 1
1 0

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
0 1
1 0

)
=

(
cos θ sin θ
sin θ cos θ

)
となるので, θ = π/2などとすれば, SO(2)は GL2(R)の正規部分群ではないことがわかる.

(3) (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈ GL2(R)

(
0 i
1 0

)
∈ GL2(C)

について, (
0 i
1 0

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
0 1
−i 0

)
=

(
cos θ i sin θ
−i sin θ cos θ

)
となるので, θ = π/2などとすれば, GL2(R)は GL2(C)の正規部分群ではないことがわかる.

(4) 演習問題 2.3.9 に注意すれば, S4 の任意の元は互換の積として表すことができる. また, 互いに素
な互換の積は可換であり, 互いに素ではない互換の積は一つの互換として表すことができるので,

g ∈ S4, h ∈ H について, ghg−1 は互いに素な互換の積, または単位元になるよう整理することができ
る. したがって, H は S4 の正規部分群である.

(5) (
a 0
b c

)
∈ G

(
x 0
y x

)
∈ H

とすれば, 正則性から a, c 6= 0であり,(
a 0
b c

)(
x 0
y x

)(
1
a 0
− b

ac
1
c

)
=

(
x 0
c
ay x

)
∈ G

となるので, H は Gの正規部分群.

問題 2.8.2.

a ∈ H ならば, aH = H = Ha であり, 仮定より |G/H| = |H\G| = 2 なので, a ∈ G − H のときも
aH = Haが満たされる. したがって, H は正規部分群である.
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問題 2.8.3.

N1N2 の元は n1 ∈ N1, n2 ∈ N2 を用いて n1n2 と表すことができ, 仮定より g ∈ Gについて, gn1n2g
−1 =

gn1g
−1gn2g

−1 ∈ N1N2 となるので, N1N2 は正規部分群である.

問題 2.8.4.

G = S3 とすれば, |G| = 6 なので, 部分群の位数としてありうるのは 1, 2, 3, 6 のいずれか. また, 位数が
1, 6の場合はそれぞれ 1G, Gとわかるので位数 2, 3のものについて考えればよい. 位数 2のものは単位元以外
の元について, それ自身が逆元である必要があるので, 単位元と互換一つからなる部分群であることがわかる.

位数 3のものは単位元以外の二つの元がそれ自身を逆元としてもつか, 互いに逆元になる. 前者の場合では単
位元と互換二つの集合が考えられるが, 相異なる互換の積はかけあわせた二つの互換には一致しないので,　
この場合の部分群は存在しない. また, 後者の場合では位数が 3であることから巡回群であり, すべての単位
元以外の元の位数は 3であることが必要になる. これを満たすのは (1 2 3), (1 3 2)のみであり, これらはたが
いに逆元なので, 位数 3の部分群は {1G, (1 2 3), (1 3 2)}となる. 位数 1, 6の部分群は明らかに正規部分群で
あり, 位数 3の部分群は命題 2.6.20と演習問題 2.8.2より正規部分群であることがわかる. 位数 2の部分群は
1G, (a b) (a 6= b)という形をしたものだが, (a c)(a b)(a c) = (b c)となるので, これは正規部分群ではない.

問題 2.8.5.

四元数群の位数は 8なので, 位数が 1, 2, 4, 8の部分群が存在するかを確認すれば十分である. 演習問題 2.8.4

と同様に位数 1, 8については自明なので, それ以外について考える. 四元数群の元で, 元の位数が 2であるも
のは p32の乗法表から −1のみであることがわかるので, 位数 2の部分群は {±1}のみである. 位数 4のもの
について, これが巡回群として存在するならば位数 4の元が生成元となるが, 乗法表から ±1以外の元はすべ
て位数が 4であることがわかるので, 四元数群の元 g 6= ±1を用いて, 〈g〉と表すことができる. 次に, これが
巡回群でないならば, 位数 2の元が二つ存在することが必要だが, 四元数群の元で位数が 2のものは −1のみ
なので, このようなものは存在しない. また, 位数 1, 8の部分群は明らかに正規であり, 位数 4の部分群も命題
2.6.20と演習問題 2.8.2より正規部分群である. 位数 2の部分群についても, ±1は任意の元と可換なので, 正
規である.

問題 2.9.1.

(1) 定理 2.9.3より Z/15Z ∼= Z/3Z× Z/5Z.
(2) 定理 2.9.3より Z/28Z ∼= Z/4Z× Z/7Z.
(3) 定理 2.9.3より Z/60Z ∼= Z/3Z× Z/4Z× Z/5Z.
(4) 定理 2.9.3より Z/1400Z ∼= Z/7Z× Z/8Z× Z/25Z.

問題 2.9.2.

準同型の制限と射影はともに準同型であり, 準同型の合成は準同型なので ϕ1, ϕ2 は存在する.*1

問題 2.9.3.

*1 ϕ1(g1)ϕ2(g2)は (ϕ1(g1), ϕ2(g2))の意味である. 定義 2.3.22参照.
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(1) 8a+ 15b = 1となるような (a, b)をユークリッドの互除法を使って求めれば, (a, b) = (2,−1)などが条
件を満たす. 系 2.9.4より,

(2) 35a+ 24b = 1となるような (a, b)をユークリッドの互除法を使って求めれば, (a, b) = (11,−16)など
が条件を満たす. 系 2.9.4より, 35 · 11 · 5 + 24 · (−16) · 4 = 389が条件を満たすことがわかる.

問題 2.10.1.

ϕ1 : G 3 g 7→ |g| ∈ H2 は全射な準同型であり, 明らかに Ker(ϕ1) = H1 となるので, 定理 2.10.1 から
G/H1

∼= H2 となる.

ϕ2 : G 3 g 7→ g/|g| ∈ H1 とすれば, ϕ2 は全射準同型であり, Ker(ϕ2) = H2 となるので, これと定理 2.10.1

より G/H2
∼= H1 となる.

問題 2.10.2.

ϕ : R 3 x 7→ ax+ aZ ∈ R/aZとすれば, これは全射な準同型である. ここで, Ker(ϕ) = Zなので, 準同型
定理を適用すれば, R/Z ∼= R/aZが示される.

問題 2.10.3.

ϕ : G 3
(
x 0
y z

)
7−→ x

z
∈ R×

と定めれば, ϕは全射な準同型になる. また, Ker(ϕ) = H なので, 準同型定理より G/H ∼= R× が従う.

問題 2.10.4.

G は可換群なので, H は正規部分群である. 仮定より |G/H| = n であり, G/H の元は g ∈ G を使って
g +H と表せる. 系 2.6.21より, ng +H = n(g +H) = H となるので, ng ∈ H であることがわかる.

問題 2.10.5.

一般に指数が素数 pの場合について解く. 指数 pの部分群を H とすれば, 演習問題 2.10.4より pG ⊂ H と
なり, 定理 2.10.2より Gの pGを含む部分群は G/pGの部分群と一対一に対応する. この対応はH ↔ H/pG

である. ここで, |G/H| = p, |G/pG| = p2 であり, 定理 2.10.4 に注意すれば, |G/H| = |(G/pG)/(H/pG)|
なので, G の pG を含む指数 p の部分群は G/pG の指数 p の部分群と一対一に対応する. また, G/pG ∼=
Z/pZ×Z/pZとなるので, Z/pZ×Z/pZの指数 pの部分群H ′の数を求めればよい. 定理 2.6.20より |H ′| = p

であり, x, y ∈ Z/pZ× Z/pZについて,

〈x〉 = 〈y〉 ⇐⇒ ∃n ∈ N s.t. nx = y

となるが, xは Z/pZ× Z/pZの元なので,

〈x〉 = 〈y〉 ⇐⇒ 1 ≤ ∃n ≤ p− 1 s.t. nx = y

が成り立つ. これと, Z/pZ× Z/pZの単位元以外の元の位数が pであることから, Z/pZ× Z/pZの位数 pの
部分群の個数は (p2 − 1)/(p− 1) = p+ 1である. したがって, Gの指数 pの部分群の個数は p+ 1となる. 以
上より, (1) 3, (2) 14.
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問題 2.10.6.

例題 2.10.12と同様に G/2Gの指数 2の部分群の個数を求めればよいが, 定理 2.9.3より

G ∼= Z/2Z× Z/3Z× Z/5Z× Z/7Z× Z/8Z× Z/9Z

であるので, 剰余群の直積と直積の剰余群は等しいことから

G/2G ∼= (Z/2Z)/2(Z/2Z)× (Z/3Z)/2(Z/3Z)× (Z/5Z)/2(Z/5Z)
× (Z/7Z)/2(Z/7Z)× (Z/8Z)/2(Z/8Z)× (Z/9Z)/2(Z/9Z).

また, 2(Z/(2n+ 1)Z) = Z/(2n+ 1)Zより, G/2G ∼= Z/2Z× Z/2Zとなる. ここからは例題 2.10.12の後半
と全く同様なので, 求める部分群の個数は 3である.

問題 2.10.7.

(1) 巡回群の部分群は巡回群であり, Z/12Zの部分群の位数としては 1, 2, 3, 4, 6, 12がありえ, 位数 k の生
成元として 12/k がとれるので, 部分群は nZ/12Z (n = 1, 2, 3, 4, 6, 12)となる.

(2) (1)と同様に nZ/18Z (n = 1, 2, 3, 6, 9, 18)が部分群になる.

問題 2.10.8.

(1) 位数 3 の元が存在しないと仮定する. このとき, 系 2.6.21 より, G の単位元以外の元の位数としては
2, 6のみが考えられるが, g ∈ Gの位数が 6ならば (g2)3 = g6 = 1G となるので, 位数 3の元が存在し
ないことに反する. ゆえに, g ∈ Gならば g2 = 1G なので, 演習問題 2.4.8より Gは可換群である. した
がって, ある位数 2の元から生成される部分群 H は正規部分群であり, G/H は位数 3の群になる. こ
れより, ある x ∈ G −H が存在して x3 ∈ H となるが, x = x3 なので, x /∈ H に反する. したがって,

位数 3の元は存在する.

(2) Gに位数 6の元が存在するならば, 明らかに位数 2の元は存在するので, 位数 6の元が存在しない場合
について示す. まず, H は指数 2の部分群なので, 演習問題 2.8.2より H は正規部分群であり, G/H は
群になる. したがって, G/H ∼= Z/2Zなので, G/H には位数 2の元 gH が存在する. このとき, g2 ∈ H
となるが, 位数 6の元は存在しないので, g2 = 1H = 1G. 以上より, 位数 2の元は存在する.

(3) 位数 2, 3 の元をそれぞれ x, y とすれば, G の可換性から xy は位数 6 の元である. したがって,

G ∼= Z/6Zとなる.

(4) 位数 2, 3の元をそれぞれ y, xとすれば, これらは非可換である. 実際, これが可換ならば xy は位数 6の
元となるので不適になる. このとき, xyx−1 は位数 2であり, xyx−1 = y ならば, これは非可換である
ことに反するので, xyx−1 6= y. また, x2yx−2 も同様に位数 2かつ x2yx−2 6= xyx−1 であり, xの位数
が 3であることから y = x3yx−3 6= x2yx−2 となる. 今, x2 も位数 3の元であるから, 位数 2の元は 4

つ以上存在しないので, 主張が示された.

(5) ρ(g) : {1, 2, 3} → {1, 2, 3}であり, gag−1 = gbg−1 ならば a = bなので, ρ(g)は単射である. したがっ
て, ρ(g)は全単射なので, ρ(g) ∈ S3. また,

ρ(gh)(x) = (gh)x(gh)−1 = (ρ(g) ◦ ρ(h))(x)

なので, ρは準同型である. ρ(g) = idG ならば, 任意の位数 2の元 x ∈ Gについて, gx = xg となる. こ
れは g = 1G となるので,
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第 4章 群の作用とシローの定理

問題 4.1.1.

x2 · x1 = x2 x2 · x2 = x1 x2 · x3 = x4 x2 · x4 = x3

x3 · x1 = x3 x3 · x2 = x4 x3 · x3 = x1 x3 · x4 = x2

x4 · x1 = x4 x4 · x2 = x3 x4 · x3 = x2 x4 · x4 = x1

となるので, ρ(x2) = (1 2)(3 4), ρ(x3) = (1 3)(2 4), ρ(x4) = (1 4)(2 3).

問題 4.1.2.

x4 · x1 = x4 x4 · x2 = x6 x4 · x3 = x5 x4 · x4 = x1 x4 · x5 = x3 x4 · x6 = x2

となるので, ρ((2 3)) = (1 4)(2 6)(3 5).

問題 4.1.3.

x3 · x1 = x3 ∈ x3H x3 · x2 = x1 ∈ x1H x3 · x3 = x2 ∈ x2H

となるので, ρ((1 3 2)) = (1 3 2).

問題 4.1.4.

τ = (1 2 3)とすれば,

Ad(τ)(1) = 1 Ad(τ)((1 2)) = (2 3) Ad(τ)((1 3)) = (1 2)

Ad(τ)((2 3)) = (1 3) Ad(τ)((1 2 3)) = (1 2 3) Ad(τ)((1 3 2)) = (1 3 2)

となるので, ρ(τ) = (2 4 3).

問題 4.1.5.

x3 · x1 = x3 x3 · x2 = x4 x3 · x3 = x2 x3 · x4 = x1

x3 · x5 = x7 x3 · x6 = x8 x3 · x7 = x6 x3 · x8 = x5

となるので, ρ(i) = (1 3 2 4)(5 7 6 8)であり,

x7 · x1 = x7 x7 · x2 = x8 x7 · x3 = x6 x7 · x4 = x5

x7 · x5 = x4 x3 · x6 = x3 x3 · x7 = x2 x3 · x8 = x1

となるので, ρ(k) = (1 7 2 8)(3 6 4 5).
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問題 4.1.6.

(1) y100xy−100 = y99x3y−99 = · · · = x3
100

= x4.

(2) y1000xy−1000 = y999x5y−999 = · · · = x5
1000

= x2.

問題 4.1.7.

‖x‖ = ‖y‖ = 0ならば, x = y = 0となるので, Gx = Gy. 以下, ‖x‖ = ‖y‖ 6= 0と仮定する. {x/‖x‖}を
延長して Rn の正規直交基底をとれるので, x/‖x‖を第一列にもつ行列, つまり, x/‖x‖ = A[1, 0, · · · , 0]を満
たす行列 A ∈ SO(n)が存在する. 同様に y/‖y‖ = B[1, 0, · · · , 0]となるような B ∈ SO(n)が存在するので,

‖x‖BA−1 x

‖x‖
= ‖y‖ y

‖y‖

より, BA−1x = y となる. ここで, BA−1 ∈ SO(n)である. これより, Gx ∩ Gy 6= ∅なので, Gx = Gy と
なる.

問題 4.1.8.

(1) σ((2, 4)) = (σ(2), σ(4)) = (1, 4).

(2) Sn の元は写像として全単射なので, Y における Gの軌道としてありえるのは

A := {(x, y) ∈ X | x 6= y}, B := {(x, y) ∈ X | x = y}

の二つである. ここで, 単射性から A ∩ B = ∅となり, 全射性から A ∪ B =
∪

y∈Y Gy が従う. その代
表元はそれぞれ (1, 1), (1, 2)である.

(3) (1, 1)の安定化群は 1を不変にする n次置換の群であり, これは Sn−1 と同型. また, (1, 2)の安定化群
も同様に Sn−2 と同型になる. (n = 2のときには S1 と同型である.)

問題 4.1.9.

(1) (
a b
c d

)(
1
0

)
=

(
a
c

)
となるので, 安定化群は {g ∈ GL2(R) | (g)1,1 = 1, (g)2,1 = 0}である.

(2) 一般線形群の元の正則性から R2 \ {[0, 0]}.

問題 4.1.10.

(1) g ∈ Gについて, g1g−1 = 1なので, 1の共役類は {1}. また,

gig−1 = h =⇒

{
h = i (g = ±1,±i)
h = −i (otherwise)

gjg−1 = h =⇒

{
h = j (g = ±1,±j)
h = −j (otherwise)

gkg−1 = h =⇒

{
h = k (g = ±1,±k)
h = −k (otherwise)

より, 共役類は {1}, {−1}, {±i}, {±j}, {±k}となる.
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(1’) 四元数群の真なる部分群は巡回群であり,また,正規部分群でもあるので,同値類は {1}, {−1}, {±i}, {±j}, {±k}
となる.

(2) 1の中心化群は G自身であり, i(±j) 6= (±j)i, i(±k) 6= (±k)iなので, iの中心化群は {±1,±i}.

問題 4.1.11.

(1) ρ(σ) = (1 2 3 4), ρ(τ) = (2 4).

(2) 命題 4.1.10より, σ, τ の位数はそれぞれ 8, 2である. l1 は τ の作用に対して不変であり, また, 逆に τ

が不変にするならば l1 となる. また, σk の l1 への作用は l1 を kπ/4回転を表すので, k = 0, 4のとき
のみ σk は l1 を不変にする. したがって安定化群は 〈τ, σ4〉.

問題 4.1.12.

(a) (1) 命題 4.1.10 より rtr−1 = t−1 であり, r(rt)r = rt3, (rt)r(rt)−1 = rt2 などとなるので, 共役類は
{1}, {t, t3}, {t2}, {r, rt2}, {rt, rt3}であり, 代表元は 1, t, t2, r, rt.

(2) rtk = t4−kr に注意すれば, ZG(1) = G, ZG(t) = 〈t〉, ZG(t
2) = G, ZG(r) = 〈t2, r〉, ZG(rt) =

〈t2, rt〉.
(a) (1) (a) に加えて, (rt2)r(rt2)−1 = rt4, (rt3)r(rt3)−1 = rt, (rt4)r(rt4)−1 = rt3 などより, 共役類は

{1}, {t, t4}, {t2, t3}, {r, rt, rt2, rt3rt4}であり, 代表元は 1, t, t2, r.

(2) rtk = t5−kr に注意すれば, ZG(1) = 1, ZG(t) = 〈t〉, ZG(t
2) = 〈t〉, ZG(r) = 〈r〉.

問題 4.1.13.

(1)

AB :=

(
2 0
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)(
2 0
0 1

)
=: BA

ならば, (
2a 2b
c d

)
=

(
2a b
2c d

)
となるので, AB = BAとなる必要十分条件は b = c = 0である. したがって, 中心化群は

{g ∈ GL2(C) | (g)1,2 = (g)2,1 = 0}

となる.

(2)

AB :=

(
2 1
0 2

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)(
2 1
0 2

)
=: BA

ならば, (
2a+ c 2b+ d
2c 2d

)
=

(
2a a+ 2b
2c c+ 2d

)
となるので, AB = BAとなる必要十分条件は a = d, c = 0である. したがって, 中心化群は

{g ∈ GL2(C) | (g)1,1 = (g)2,2, (g)1,2 = 0}

となる.
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問題 4.1.14.

問題文の g について, g ∈ SL2(R)と解釈する.

(1) cz + d = 0とすれば, c, d 6= 0と Im(z) > 0に矛盾するので, cz + d 6= 0. また,

Im gz =
gz − gz

2i

=
1

2i

(
az + b

cz + d
− az + b

cz + d

)
=

1

2i

(ad+ bc)z + (ad− bc)z
|cz + d|2

=
ad− bc
|cz + d|2

z − z
2i

> 0

となるので, gz ∈ H.

(2) I2z = z であり,

g(hz) = g
(h)1,1z + (h)1,2
(h)2,1z + (h)2,2

=

(
(g)1,1

(h)1,1z + (h)1,2
(h)2,1z + (h)2,2

+ (g)1,2

)/(
(g)2,1

(h)1,1z + (h)1,2
(h)2,1z + (h)2,2

+ (g)2,2

)
=

((g)1,1(h)1,1 + (g)1,2(h)2,1)z + (g)1,1(h)1,2 + (g)1,2(h)2,2
((g)2,1(h)1,1 + (g)2,2(h)2,1)z + (g)2,1(h)1,2 + (g)2,2(h)2,2

= (gh)z

なので, SL2(R)は Hに左から作用する.

(3) (1)の計算から
gz =

ac|z|2 + adz + bcz + bd

|cz + d|2

であり, Im(gz) = Im(z)/|cz + d|2 となる. また,

Re(gz) =
ac|z|2 + 2(ad+ bc)Re(z) + bd

|cz + d|2

となる. ここで, a, b, c, d が満たすべき条件は ad − bc = 1 のみなので, gz は g を適当にとることに
より H の任意の元に等しくすることができる. (例えば, w ∈ H に対し, d を適当に取ることにより
Im(gz) = Im(w)とし, b, cを Re(gz) = Re(w)となるように選び, ad− bc = 1を満たすように aを定
めることができる.) したがって (2)の作用は推移的である.

(4) gi = iより, a = d, b = −cかつ 1 = ad− bc = d2 + c2 という条件がえられるが, 逆にこのとき gi = i

を満たす. したがって, 求めるべき安定化群は SO(2)となる.

問題 4.1.15.

ρを作用, つまり ρ(g)f = ρ(g, f)と解釈する.

問題 4.1.16.

|G| ≤ |Sn| <∞なので, x ∈ X について, 命題 4.1.23より |Gx| = |G|/|Gx|となる. また, 推移的なことか
ら Gx = X なので, |G| = |Gx||X| = |Gx|nとなって, |G|は nで割り切れる.
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問題 4.1.17.

(1) 素数位数の群は巡回群なので, 位数 17 の群は Z/17Z と同型であり, 問題 2.5.7 より Aut(Z/17Z) ∼=
(Z/17Z)× ∼= Z/16Zなので, |Aut(N)| = 16.

(2) 一般に奇数位数の群に対して, p = 2n + 1の形をした素数 pを位数にもつ正規部分群 N は Gの中心に
含まれることを示す. ϕ : G 3 g 7→ Ad(g) ∈ Aut(N)とすれば, これは準同型である. また, (1)と同様
に |Aut(N)| = 2n であり, 系 2.6.21と問題 2.5.3より Im(ϕ)に含まれる元の位数はすべて奇数となる.

Im(ϕ)が Aut(N)の部分群なので, これらと再び系 2.6.21より, Im(ϕ) = {1}. ゆえに, 共役による作用
が常に恒等写像になる. したがって, N は Gの中心に含まれる.

問題 4.1.18.

右辺に含まれる数は 8の約数であることが必要なので, (1)は類等式ではなく, 右辺に現れる 1の個数は 8の
約数になる必要があるので, (4)も類等式ではない.

問題 4.2.1.

(1) (1 5)(3 8 4 6 10)(7 9)

(2) (1 6)(2 10 9 3 4)(5 8 7)

問題 4.2.2.

(1) 定理 4.2.3 より, S5 において共役であることと型が等しいことは同値なので, 代表元は
1, (1 2), (1 2 3), (1 2 3 4), (1 2)(3 4), (1 2 3 4 5), (1 2 3)(4 5)となる.

(2) 例題 4.2.7と全く同様に代表元は 1, (1 2), (1 2 3), (1 2)(3 4), (1 2 3 4 5), (1 3 4 5 2)であり, (1)と異
なる共役類は (1 2 3 4 5), (1 3 4 5 2).

問題 4.2.3.

(1) 補題 4.2.2より, τ = (ν(1) ν(2) ν(3))(ν(4) ν(5) ν(6))となるので, 例えば ν = (1 4 2)(5 6)が条件を
満たす.

(2) (1)より,

{(ν(1) ν(2) ν(3)), (ν(4) ν(5) ν(6))} = {(4 1 3), (2 6 5)}

ただし、ここでの =は対称群の元の集合として等しいという意味である. これより, 2× 3× 3 = 18が
求めるべき個数である.

問題 4.2.4.

(1) τ ∈ ZG(σ)ならば τσ = στ なので, τστ−1 = σ を満たす. ゆえに, 補題 4.2.2より (1 2) = (τ(1) τ(2))

となるが, このとき (τ(1), τ(2)) = (1, 2), (2, 1)であり, 逆も成り立つ. これより, ZG(σ) = 〈(1 2), (3 4)〉
となる.

(2) (1)と同様に, ν ∈ ZG(σ)ならば,

{(ν(1) ν(2)), (ν(3) ν(4))} = {(1 2), (3 4)}

なので, ZG(σ) = 〈(1 2), (3 4), (1 3)(2 4)〉.
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(3) (1)と同様に, ZG(σ) = 〈σ〉.
(4) (1)と同様に, ZG(σ) = 〈(1 2 3), (4 5)〉.
(5) (1)と同様に, ZG(σ) = 〈(1 2 3), (4 5 6), (1 4)(2 5)(3 6)〉.
(6) (1)と同様に, ZG(σ) = 〈(1 2), (3 4), (5 6), (1 3)(2 4), (1 5)(2 6)〉

問題 4.2.5.

(1) 問題 4.2.4と同様に τ ∈ ZG(σ)とすれば, (τ(1) τ(2) · · · τ(n)) = σとなる. ここで, =はSn の元とし
て等しいという意味である. τ(1) = k ならば, τ = σk−1 となるので, τ ∈ 〈σ〉. 逆は明らかである. よっ
て, ZG(σ) = 〈σ〉となる.

(2) Z(G) ⊂ ZG(σ)であることと σk(1 2) 6= (1 2)σk (k = 1, · · · , n− 1)であることから, Z(G) = {1}.

問題 4.2.6.

σ を型の通りに表し,
σ = σj1,1σj1,2 · · ·σj1,a1

σj2,1 · · ·σj2,a2
· · ·σjm,am

とおく. ただし, 任意の aについて, σj,a は長さ j の巡回置換であり, どの 2つも互いに素である. ここで,

N = 〈σjk,i〉1≤k≤m,1≤i≤ak

と定めれば, N ⊂ ZG(σ)であり, 自然に

N ∼= (Z/j1Z)a1 × · · · × (Z/jmZ)am

が成り立つ. また, τ ∈ ZG(σ)であることは任意の k について,

{τσjk,1τ−1, · · · , τσjk,ak
τ−1} = {σjk,1, · · · , σjk,ak

}

であることと同値なので, 置換表現 ϕk : ZG(σ) → Sak
が定まる. さらに, ϕk は全射である. ここで,

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)とすれば, ϕ : ZG(σ)→ Sa1 × · · · ×Sam は全射であり, N ⊂ Kerϕは明らかであり, 逆を
示すために ν ∈ Kerϕとする. このとき, 任意の j, aについて, νσj,aν

−1 = σj,a が成り立つ. ここで,

σj,a = (s1 s2 · · · sj)

とすれば, 問題 4.2.5 と同様に, ある n が存在して, 任意の 1 ≤ k ≤ i について ν(sk) = σn
j,a(sk) となる. さ

らに, σj,a が互いに素であることから ν ∈ N が成り立つ. これより N = Kerϕ であり, 定理 2.10.1 から
ZG(σ)/N ∼= Sa1

× · · · ×Sam
が従う.

問題 4.2.7.

(1) i1, · · · , il がすべて異なる奇数であることから, 問題 4.2.4と同様に, ZSn(σ)は σ を巡回置換の積とし
て表したときの巡回置換で生成されており, この巡回置換は長さの異なる偶置換なので, ZSn(σ)は偶置
換しか含まない. したがって, ZSn

(σ) = ZAn
(σ)となる.

(2) まず, i1, · · · , il において, ij = ik = n (nは奇数)なる j, k が存在すると仮定する. このような巡回置
換をそれぞれ (a1 · · · an), (b1 · · · bn)と表すことにすれば, 問題 4.2.4と同様に (a1 b1) · · · (an bn) ∈
ZSn(σ) となり, これは n が奇数であることから [ZSn(σ) : ZAn(σ)] ≥ 2 になる.*1 また, [ZSn(σ) :

*1 [ZSn (σ) : ZAn (σ)]は指数である.
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ZAn(σ)] ≤ 2は明らかなので, [ZSn(σ) : ZAn(σ)] = 2が満たされる. 次に, ある j が存在して ij が偶
数のとき, それに対応する巡回置換は ZSn

(σ)に含まれるので, 同様に [ZSn
(σ) : ZAn

(σ)] = 2が満た
される.

問題 4.2.8.

|G| = |S3|であり, S3 = 〈(1 2), (2 3)〉なので, Z(S3) = ZS3(X)が成り立つ. これより, τ ∈ Ker(ρ)なら
ば ρ = idS3

である. したがって, ρ. ゆえに, 同型である.

問題 4.2.9.

(1) ρ((1 2)) = (2 3), ρ((1 2 3)) = (1 3 2), ρ((2 3)) = (1 2).

(2) S3 = 〈(1 2), (2 3)〉であり, (1)より, ρ((1 2)) = (2 3), ρ((2 3)) = (1 2)なので, ρが準同型であること
より全射である.

(3) Ker(ρ) = ZG(x1) ∩ ZG(x2) ∩ ZG(x3) = {1, x1, x2, x3}.

問題 4.2.10.

S4 の部分群の位数は 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24のいずれかであり, 1, 24を位数にもつ部分群は {1},S4 のみであ
る. 以下, 位数で場合分けをするが, 各場合についてH はその位数の部分群とする. また, 同じ共役類に属する
部分群は同型であることに注意しておく.

位数 2の部分群について, H は位数 2の元によって生成されている. S4 の位数 2の元は互換または互換の
積で表され, 定理 4.2.3より, 互換で生成される部分群と互換の積で生成される部分群はそれぞれ部分群の共役
類をなす.

位数 3の部分群について, H は位数 3の元によって生成されている. S4 の位数 3の元はすべて長さが 3の
巡回置換で表されるので, 定理 4.2.3より, 位数 3の部分群全体で一つの共役類をなす.

位数 4 の部分群について, 命題 4.4.4 より H は Abel 群であり, 定理 4.8.2 から H ∼= Z/4Z または
H ∼= Z/2Z× Z/2Zが従う. H ∼= Z/4Zのとき, H は位数 4の元によって生成されるが, S4 の位数 4の元は
すべて長さが 4の巡回置換で表されるので, 定理 4.2.3より, このような部分群全体で一つの共役類をなす. ま
た, H ∼= Z/2Z× Z/2Zのとき, H は積の位数が 2となるような二つの位数 2の元で生成される. このような
部分群は 〈(a b), (c d)〉 または 〈(a b)(c d), (a c)(b d)〉 という形で表されるが, H = 〈(a b), (c d)〉 のときには
g = (b c)について,

g(a b)g−1 = (a c), g(c d)g−1 = (b d)

となるので, そのような形の部分群はすべて共役である. また, H = 〈(a b)(c d), (a c)(b d)〉のときには正規部
分群となるので, それぞれ別の共役類をなす.

位数 6の部分群について, 問題 2.10.8より, H ∼= Z/6Zまたは H ∼= S3 が成り立つ. しかし, S4 には位数
6の元は含まれないので, H ∼= S3 が従う. このとき, 問題 2.3.9より, H は相違なる二つの位数 2の元であっ
て, その積が位数 3となるようなもので生成される. ゆえに, H = 〈(a b), (a c)〉と表すことができ, g = (b d)

に対して,

g(a b)g−1 = (a d), g(a c)g−1 = (a c)
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であって, h = (a d)に対して,

h(a b)h−1 = (b d), h(a c)h−1 = (c d)

も成り立つので, 位数 6の部分群全体で一つの共役類をなす.

位数 8の部分群について, これは 2-Sylow部分群なので, 定理 4.5.7(3)より, 位数 8の部分群全体で一つの
共役類をなす. ただし, 位数 8の部分群は正規部分群ではない. 実際, 〈(1 2), (1 3 2 4)〉は位数 8の部分群であ
るが,

(1 3) /∈ NS4(〈(1 2), (1 3 2 4)〉)

なので, 命題 4.5.6と定理 4.5.7(3)(4)より, 位数 8の部分群は正規部分群ではない.

位数 12 の部分群について, |S4/H| = 2 なので, S4/H ∼= Z/2Z となるが, Z/2Z はアーベル群なの
で, 問題 2.8.2 と命題 4.3.2(2) より D(S4) ⊂ H となる. 一般に D(Sn) = An なので, A4 ⊂ H であり,

|A4| = |H| = 12なので, A4 = H が成り立つ. 特に, A4 は正規部分群である.

問題 4.3.1.

(1) [σ, τ ] = στσ−1τ = (1 2 3)(2 3)(1 3 2)(2 3) = (1 3 2).

(2) [i, j] = iji−1j−1 = −1

問題 4.3.2.

問題文の定義によって GLn(C) に定められた Ni を Nn
i と表し, Cn の標準的な基底 e1, . . . , en について,

e1, . . . , ek で張られた C-部分空間を Vk とする.

(1) n に関する帰納法で示す. まず, N1
1 = GL1(C) より, N1

1 は GL1(C) の部分群である. n ∈ N につい
て, Nn

i (i = 1, . . . , n)は GLn(C)の部分群であると仮定し, Nn+1
i (i = 1, . . . , n+ 1)について考える.

X,Y ∈ Nn+1
i を

X =

(
A b
t0 1

)
, Y =

(
C d
t0 1

)
とおけば, A,C ∈ Nn

i かつ b,d ∈ Vn−i+1 である. 仮定より, A−1 ∈ Nn
i が存在し,(

A b
t0 1

)(
A−1 −A−1b
t0 1

)
= En+1

であり, A−1 は上三角行列なので A−1b ∈ Vn−i+1 となる. よって

X−1 =

(
A−1 −A−1b
t0 1

)
∈ Nn+1

i

である.また
XY =

(
AC Ad+ b
t0 1

)
であり,仮定より AC ∈ Nn

i かつ Ad + b ∈ Vn−i+1 である. したがって, XY ∈ Nn+1
i である. これよ

り, Nn+1
i は GLn+1(C)の部分群となり, 以上より任意の nに対して Nn

i (i = 1, . . . , n)は GLn(C)の
部分群である.
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(2) nに関する帰納法で示す. まず, (
1 a
0 1

)
,

(
1 b
0 1

)
∈ N2

1 ⊂ GL2(C)

について,(
1 a
0 1

)(
1 b
0 1

)(
1 a
0 1

)−1 (
1 b
0 1

)−1

=

(
1 a
0 1

)(
1 b
0 1

)(
1 −a
0 1

)(
1 −b
0 1

)
=

(
1 a+ b− a− b
0 1

)
=E2 ∈ N2

2

が成り立つ. これより, [N2
1 , N

2
1 ] ⊂ N2

2 である. 次に, n ∈ N について, [Nn
1 , N

n
i ] ⊂ Nn

i+1 (i =

1, . . . , n− 1)であると仮定する. X ∈ Nn+1
1 , Y ∈ Nn+1

i (i = 1, . . . , n)を

X =

(
A b
t0 1

)
, Y =

(
C d
t0 1

)
とおく. ただし, A ∈ Nn

1 , C ∈ Nn
i かつ d ∈ Vn−i+1 である. また, (1)より,

X−1 =

(
A−1 −A−1b
t0 1

)
, Y −1 =

(
C−1 −C−1d
t0 1

)
である. ここで,

XYX−1Y −1 =

(
AC Ad+ b
t0 1

)(
A−1C−1 −A−1C−1d−A−1b

t0 1

)
=

(
ACA−1C−1 −(ACA−1C−1 −A)d− (ACA−1 − En)b

t0 1

)
.

であり, 仮定より ACA−1C−1 ∈ Nn
i+1 が成り立つ.

d′ = −A(CA−1C−1 − En)d,

b′ = −(ACA−1 − En)b

とおけば,
CA−1C−1 = A−1(ACA−1C−1) ∈ Nn

1

と d ∈ Vn−i+1 より, d′ ∈ Vn−i である. また,

ACA−1 = (ACA−1C−1)C ∈ Nn
i

より, b′ ∈ Vn−i も従う. したがって, d′ + b′ ∈ Vn−i となり, XYX−1Y −1 ∈ Nn+1
i+1 が成り立つ.

(3) 部分群の列
Nn

1 ⊃ Nn
2 ⊃ · · · ⊃ Nn

n−1 ⊃ Nn
n = {En}

を考える. (2)より, 任意の g ∈ Nn
1 , h ∈ Nn

i (i = 1, . . . , n− 1)に対して

ghg−1h−1 ∈ Nn
i+1 ⊂ Nn

i

となるので, ghg−1 ∈ Nn
i である. ゆえに, Nn

1 ▷ Nn
i が成り立つ. また, Nn

1 /N
n
i+1 において

(gNn
i+1)(hN

n
i+1)(g

−1Nn
i+1)(h

−1Nn
i+1) = ghg−1h−1Nn

i+1 = Nn
i+1
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より,
(gNn

i+1)(hN
n
i+1) = (hNn

i+1)(gN
n
i+1)

したがって, Nn
i /N

n
i+1 ⊂ Z(Nn

1 /N
n
i+1)となる. 以上より Nn

1 はべき零である.

問題 4.4.1.

Gを群で, |G| = pn となるものとする. n = 1のとき, Gはアーベル群なので特にべき零である. n− 1以下
で主張が成立すると仮定する. 命題 4.4.3より, G/Z(G)は Gより小さい p群となるので, 帰納法の仮定より,

部分群の列
G/Z(G) = L0 ⊃ L1 ⊃ · · · ⊃ Lr = {e}

であって, Li+1 ◁ G/Z(G)かつ Li/Li+1 が (G/Z(G))/Li+1 の中心に含まれるようなものが存在する. これと
定理 2.10.2より, Li = Ai/Z(G)となるような部分群 Ai ⊂ Gが存在する. このような Ai を並べれば, 部分群
の列

G = A0 ⊃ A1 ⊃ · · · ⊃ Ar = Z(G)

が得られ, 命題 2.10.4(2)より, Ai+1 ◁ Gかつ Ai/Ai+1 が G/Ai+1 の中心に含まれる. ここで, Ar+1 = {e}と
定めれば, Ar+1 ◁ Gであって, 定義より,

Ar/Ar+1 = Z(G) ⊂ Z(G/Ar+1)

が成り立つ. したがって, 帰納的に p群はべき零群である.

問題 4.5.1.

(1) σy = {(1 3 2), (2 3 4)}.
(2) NS4

(y) = {1, (1 2)(3 4)}.

問題 4.5.2.

(1) 命題 4.1.10(1)(3)より, 位数 2の部分群は ⟨
τσi

⟩
(i = 0, 1, 2, 3),

⟨
σ2

⟩である.

(2) τ(τσi) = (τσ−i)τ, σ(τσi) = (τσi−2)σ より, g = τ jσk とおけば,

g(τσi)g−1 = τ j(τσi−2k)τ−j = τσ(−1)j(i−2k)

となので, 軌道は {〈σ2〉}, {〈τ〉, 〈τσ2〉}, {〈τσ〉, 〈τσ3〉}である.

(3) (2)より, Stab(〈σ2〉) = G, Stab(〈τσ〉) = 〈σ2, τσ〉,Stab(〈τ〉) = 〈σ2, τ〉.

問題 4.5.3.

(1) q < pとしてよい. 定理 4.5.7の (1)より, Sylow-p部分群 H は存在し, (4)より, Sylow-p部分群の数 s

は |G|の約数であり, q < pなので, s = 1となる. これより |G| = |NG(H)|となるので, H は正規部分
群である. 1 < |H| < |G|なので, H は自明でない正規部分群となり, Gは可解群である. 特に, 単純群
ではない.

(2) 仮定より, Sylow-q 部分群 K も一意に存在するので, (1)と合わせて H,K が正規部分群であることが
従う. H,K の元の位数はそれぞれ p, q なので, H ∩K = {1}. また, H,K ⊂ HK なので |HK| = pq

となり, HK = Gが満たされる. 命題 2.9.2と命題 2.9.3より, G ∼= H ×K ∼= Z/pqZとなるので, Gは
巡回群である.
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(3) (1) n = 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46, 51, 55, 57, 58.

(2) n = 15, 33, 35, 51.

問題 4.5.4.

(1) Sylow-5 部分群 H の数は 40 の約数であり, 5 で割って 1 あまる数なので, 1 となる. これより
|G| = |NG(H)|となり, H は正規部分群なので, Gは単純群ではない.

(2) Sylow-7部分群を考えれば, (1)と同様に証明できる.

(3) Sylow-3部分群を考えれば, (1)と同様に証明できる.

問題 4.5.5.

K が正規部分群でないと仮定する. このとき, Sylow-7部分群が 8だけ存在する. Sylow-7部分群は位数 7

の巡回群であるから, これらを構成する元の個数は (7− 1)× 8+ 1 = 49である. 今, 56の約数であって奇数で
あるものは 1, 7のみであり, Sylow-2部分群が 7だけ存在するならば, 元の位数を考えることで, Gの元の数
が 56を超えてしまうことが示されるが, これは矛盾である. したがって, Sylow-2部分群は 1だけ存在し, ゆ
えに, Sylow-2部分群は正規部分群である.

問題 4.5.6.

(1) Sylow-5部分群が正規部分群ではないとき, 30の約数を考えることにより, Sylow-5部分群は 6だけ存
在する. また, Sylow-3部分群の数としては 1, 10があり得るが, 3-Sylow部分群が 10だけ存在すれば,

問題 4.5.5と同様に Gの位数を超えてしまうことが従うが, これは矛盾である. したがって, Sylow-3部
分群の数は 1であり, 正規部分群である. また, 問題 4.5.3(2)より, HK ∼= Z/15Zが成り立つ.

(2) HK は指数 2の部分群なので, 正規部分群である. ここで, 位数 2の元 g ∈ Gに対して, ϕ = Ad(g)と
する. HK の生成元を y とすれば, ϕ(y)は共役の単射性から位数 15の元であり, HK が正規部分群で
あることから 〈ϕ(y)〉 = HK が従う. これより, ϕ ∈ Aut(HK) ∼= Z/2Z × Z/4Z（問題 2.5.7参照）で
あり, ϕ2 = 1なので, ϕは

(0, 0), (0, 2), (1, 0), (1, 2) ∈ Z/2Z× Z/4Z

のいずれかに対応している. 〈g〉〈y〉 = Gであることに注意して, 場合分けを行う.

(0, 0)のとき ϕは恒等写像なので,任意の x ∈ HKに対して xg = gxが成り立つ. ゆえに, G ∼= Z/30Z
となる.

(0, 2)のとき ϕ(y5) = y5 であり, ϕ2 = 1 より, ϕ(y) = y4 が従う. これより, z = y3 とおけば,

gzg−1 = z−1 が成り立つ. ここで, F = 〈g, z〉とおけば, これは Gの正規部分群であり, 定理 4.6.5

と |F | = |D5|から, F ∼= D5 となる. また, ϕ(y5) = y5 であることから,
⟨
y5
⟩は Gの正規部分群で

ある. さらに, F ∩
⟨
y5
⟩
= {1}も成り立つので, 命題 2.9.2より G ∼= Z/3Z×D5 となる.

(1, 0)のとき ϕ(y3) = y3 であり, ϕ2 = 1 より, ϕ(y) = y11 が従う. これより, z = y5 とおけば,

gzg−1 = z−1 が成り立つ. ここで, F = 〈g, z〉とおけば, これは Gの正規部分群であり, 定理 4.6.5

と |F | = |D3|から, F ∼= D3 となる. これらより, (0, 2)の場合と同様にして G ∼= Z/5Z×D3 が成
り立つ.

(1, 2)のとき ϕ(y3) 6= y3, ϕ(y5) 6= y5 と ϕ2 = 1より, ϕ(y) = y14 が従う. これより, gyg−1 = y−1 で
あり, F = 〈g, y〉とおけば, これは Gの部分群であり, 定理 4.5.6と |F | = |D15|より, F ∼= D15 が
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成り立つ. さらに, 定理 4.5.6と |F | = |G|より, F ∼= Gも成り立つので, G ∼= D15 が従う.

問題 4.5.7.

(1) H が正規部分群でないと仮定すれば, 定理 4.5.7(4)と |G| = p2q より, q ≡ 1 (mod p)が成り立が, こ
れは p > q であることに反する. ゆえに, H は正規部分群である.

(2) 定理 4.5.7(4) より, K の共役の数としてありえるのは 1, p, p2 のうち, q で割って 1 だけ余るものであ
る. このうち, 1は K が正規部分群でないことに反し, pは p < q に矛盾するので, K の共役の数は p2

である.

(3) H,K がともに正規部分群ではないと仮定する. (1)(2)より, p < q かつ p2 ≡ 1 (mod q)であり, ゆえ
に p+ 1は q の倍数である. さらに, p < q より, p+ 1 = q であることが従うので p = 2, q = 3となる.

したがって, |G| = 12となるが, このときH,K がともに正規部分群でないことは定理 4.7.1の証明に矛
盾するので, H,K のどちらかは正規部分群である.

問題 4.5.8.

(1) 定理 4.5.7 より, H の共役な部分群の数は 1 または 3 であるが, H が正規部分群ならば G は単純では
ない. また, 共役な部分群の数が 3 の場合には H の共役な部分群の集合への G の共役作用による置
換表現を考えれば, φ : G → S3 という群準同型が導かれる. このとき, Kerφ は正規部分群であるが,

Kerφ = Gとすれば, H は正規部分群となるので矛盾. さらに, Kerφ = {1}とすれば, φは単射である
が, |S3| < |G|より, これも不合理である. したがって, Gは単純群ではない.

(2) Sylow-3部分群について考えれば, (1)と同様に証明できる.

(3) Sylow-2部分群について考えれば, (1)と同様に証明できる.

問題 4.5.9.

単純群の定義と命題 4.4.3より, p群は単純群ではない. また, それ以外の位数の群については問題 4.5.3か
ら問題 4.5.8より, 単純群ではないことが従う.

問題 4.6.1.

H :=
⟨
x2, y

⟩ の元は yix2j という形で表すことができるので, |H| ≤ 6 である. yi1x2j1 = yi2x2j2 (0 ≤
i1, i2 ≤ 2, 0 ≤ j1, j2 ≤ 1) とすれば, yi1−i2 = x2(j2−j1) が成り立つが, y, x2 の位数はそれぞれ 3, 2 なので,

i1 = i2, j1 = j2 となる. したがって, |H| = 6であり, Gの関係式から x2 と y は可換なので, 問題 2.10.8よ
り, H ∼= Z/6Zである.

問題 4.6.2.

F =
⟨
x, y | xn = y2 = 1, yxy = x−1

⟩
とする. 定理 4.6.5より, 全射準同型 φ : F → Dnが存在する. また, F の元は xiyj (0 ≤ i ≤ n−1, 0 ≤ j ≤ 1)

という形で表せるので, |F | ≤ |Dn|が成り立つ. したがって, F ∼= Dn である.

問題 4.6.3.
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xy3x = (xyx)3 = y より, y2 = (xy3x)2 = xyx = y3 なので, y = 1.

問題 4.6.4.

(1) x2i = 1, xixj = xjxi (|i− j| ≥ 2)は明らか. また,

xixi+1xi = (i i+ 1)(i+ 1 i+ 2)(i i+ 1) = (i i+ 2)

であり,
xi+1xixi+1 = (i+ 1 i+ 2)(i i+ 1)(i+ 1 i+ 2) = (i i+ 2)

なので, これらも等しい.

(2) まず, Hn の任意の元は xn−1 が高々一回しか現れないように表せることを示す. n = 3の場合には明ら
かであり, n− 1で主張が成立していると仮定する. このとき, Hn の任意の元は yλ ∈ Hn−1 を xn−2 が
高々一回現れるようなものとして, xn−1と yλの語として表せる. このことと, xixj = xjxi (|i−j| ≥ 2),

xixi+1xi = xi+1xixi+1 より, 主張は帰納的に従う. さらに, xixj = xjxi (|i− j| ≥ 2)より, x ∈ Hn は
xn−1 を含まない, または τi = xixi+1 · · ·xn−1, y ∈ Hn−1 として, x = τiy という形で表すことができ
る. |H3| = 3!であることは明らかなので, これらより, 帰納的に |Hn| ≤ n!であることが従う.

(3) 定理 4.6.5 と問題 2.3.9(1) より, 全射準同型 Hn → Sn が存在するので, |Hn| ≥ |Sn| = n!. ゆえに,

Hn
∼= Sn が成り立つ.

問題 4.6.5.

(1) yxy−1 = x2 より, yx = x2y なので, これを繰り返し使えば, x, y の位数がそれぞれ 7, 3であることか
ら, Gの任意の元は xiyj (i = 0, 1, . . . , 6, j = 0, 1, 2)と表せる.

(2) σ = (1 2 3 4 5 6 7) とすれば, τ−1(j) = i のときに τστ−1(i + 1) = j + 2 となることが必要なので,

τ = (1 2 4)(3 5 6)とすれば, それを満たす. 逆に, このように定めれば, τστ−1 = σ2 が成り立つ.

(3) 〈σ, τ〉に対して, 定理 4.6.5を使えば, |G| ≥ | 〈σ, τ〉 | = 21となるので従う.

問題 4.6.6.

Gの元は xiyj (0 ≤ i ≤ 12, 0 ≤ j ≤ 2)という形で表すことができるので, |G| ≤ 39であり, xiyj = xkyl と
すれば, xi−j = yl−k となる. x, yはそれぞれ位数 13, 3なので, i− j, k− lはそれぞれ 13, 3の倍数である. し
たがって, i = j, k = lとなり, |G| = 39である.

問題 4.6.7.

Qを四元数群とし,
F =

⟨
x, y | x4 = y4, x2 = y2, yxy−1 = x3

⟩
とする. 定理 4.6.5より, 全射準同型 φ : F → Qが存在する. ここで, φ(x) = i, φ(y) = j である. F の元は
xnym (0 ≤ i, j ≤ 3)という形で表すことができ, その φによる像は injm となるが, injm = 1と仮定すれば,

m = n = 0またはm = n = 2である. また, x2y2 = 1なので, Kerφ = {1}であり, したがって, F ∼= Qが成
り立つ.

問題 4.6.8.
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(1) τν = σ なので, στν = 1は成り立つ.

τν = (1 3 4), τν2 = (1 2 4)

であるから, これらと τ, ν で長さ 3の巡回置換はすべて生成される. 補題 4.9.1より, 〈σ, τ, ν〉 = A4 と
なる.

(2) まず, HSy ⊂ HS を示す. S から 1, y, y2 を選ぶ場合は明らかなので, y2z を選ぶ場合について考える.

つまり, zuy2zy ∈ HS を示せばよいが, x2 = 1, xyz = 1より, yz = xであり, これより, yzyz = 1も
導かれるので,

ziy2zy = ziy(z−1y−1)y = ziyz2 = zi(z−1y−1)z = zi−1y2z ∈ HS

が従う. 同様に, HSz ⊂ HS も成り立つ.

(3) (2)より, 例えば
HSy2 = (HSy)y ⊂ HSy ⊂ HSy

などとなるので, HS は積について閉じている. これと x = yz = z2y2 ∈ HS より, G = HS は従う.

また, |G| = |HS| ≤ |H||S| = 12より, |G| ≤ 12も成り立つ.

(4) 定理 4.6.5より, 全射準同型 G→ A4 が存在し, (3)より, |G| ≤ |A4|なので, G ∼= A4 である.

問題 4.6.9.

(1) τν = σ より, στν = 1が従う. また, 数字を適当に入れ替えることにより, σ = (1 2), τ = (1 2 3 4)と
みなすことができるので, 問題 2.3.9(2)より, S4 は σ, τ, ν で生成される.

(2) まず, HSy ⊂ HS を示す. S の元として 1, y, y2, y2z2 をとる場合は明らかなので, y2z, y2z2y をとる場
合を考える. 問題 4.6.9と同様に関係式より, yzyz = 1となるので,

y2zy = y(z−1y−1)y = yz3 = (yz)z2 = z3y2z2 ∈ HS

であり,
y2z2y2 = (zyz−1)y2 = zy(z−1y−1) = zy2z ∈ HS

となるので, HS は積について閉じている. また, x = yz = y2(y2z) ∈ HS なので, G = HS が成り
立つ.

(3) 問題 4.6.9(4)と全く同様に証明できる.

問題 4.6.10.

(1) τν = (12)(34)なので, στν = 1が従う. また, 型が等しいことと共役であることは同値であることに注
目して, νiτν−i, (ν3τ)iτ(ν3τ)−i を計算すれば, 長さ 3の巡回置換がすべて生成されるので, 補題 4.9.1

より, 〈σ, τ, ν〉 = A5 となる.

(2) H = 〈z〉とし, S*2を次のように定める.

S = {1, y2, y2z2, y2z2, y2z3, yz3y, y2z2y, y2z2y2, y2z2y2z, y2z2y2z2, y2z2y2z2y}.

まず, HSy ⊂ HS であることを示す. y2z, y2z3y, y2z2y2z, y2z2y2z2y以外は明らかなので, これらにつ
いて示す.

*2 S の求め方は Todd–Coxeter algorithm による. [2]を参考にした.
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y2z y2zy = y2y2z4 = yz4 = z4y2z3 ∈ HS.
y2z3y y2z3y2 = y2z4z4y2 = zy2z ∈ HS.
y2z2y2z

(y2z2y2zy)(y2z2y2z2)−1 = y2z2y2zyz3yz3y

= y2z2yz2yz3y

= y2zy2zyz3y

= y2zyz2y

= yzy = z2 ∈ H

より, y2z2y2zy = z2y2z2y2z2 ∈ HS.
y2z2y2z2y

(y2z2y2z2y2)(y2z2y2z)−1 = y2z2y2z2y2z4yz3y

= y2z2y2z3y2z3y

= y2z2y2z4z4y2z3y

= y2z3y2z4y

= y2z4y2 = z ∈ H

より, y2z2y2z2y2 = zy2z2y2z ∈ HS.
これらより, HSy ⊂ HS が示された. 同様に, HSz ⊂ HS も従うので, HS は積について閉じており,

x = yz = z4y2 ∈ HS より, G = HS が成り立つ. これより, |G| = |HS| ≤ |H||S| = 60が従い,

F = 〈x, y, z | x2 = z3 = z5 = xyz = 1〉

とすれば, (1)と定理 4.6.5より, 全射準同型 F → A5 が存在するので, F ∼= A5 が成り立つ.

問題 4.6.11.

(1) ϕは自己同型なので, ϕ(σ)は 1 ≤ m ≤ n/2として, m個の互いに素な互換の積で表せる. 問題 4.2.6よ
り, ZSn(σ) は正規部分群 N ∼= Z/2Zを含み,

ZSn
(σ)/N ∼= S1 ×Sn−2

∼= Sn−2

が成り立つ. さらに, ZSn
(ϕ(σ))は正規部分群 N ′ ∼= (Z/2Z)m を含み,

ZSn
(ϕ(σ))/N ′ ∼= Sm ×Sn−2m

も従う. ここで, ϕが自己同型であることから, ϕ(ZSn
(σ)) = ZSn

(ϕ(σ))であり,

2(n− 2)! = |N ||Sn| = |ZSn
(σ)| = |ZSn

(ϕ(σ))| = |N ′||Sm ×Sn−2m| = 2mm!(n− 2m)!

より,
(n− 2)(n− 3) · · · (n− 2m+ 1) = 2m−1m! (4.6.1)

となる. このとき, 左辺を fm(n)とすれば, 各mについて fm(n)は単調増加であり, m ≥ 3の場合には

fm(2m) = (2m− 2)! = 2m−1(m− 1)!(2m− 3)(2m− 5) · · · 1 ≥ 2m−1m!
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なので, n = 6かつm = 3となる. m = 2の場合には式 (4.6.1)が成り立たないことが計算によりすぐ
に従うので, 2 ≤ m ≤ n/2について, 式 (4.6.1)が成り立つならば, n = 6となる. 今, n 6= 6を仮定して
いるので, m = 1となり, 実際にこの場合には式 (4.6.1)は常に成り立つ. これより, ϕ(σ)は互換である.

(2) (1)と同様にして
(n− 3)(n− 4) · · · (n− 3m+ 1) = 3m−1m! (4.6.2)

が成り立つ. 左辺を gm(n)とすれば, 各mについて単調増加であり, m = 1の場合には式 (4.6.2)は常
に成立する. m ≥ 2とすれば,

gm(3m) = (3m− 3)! = 3m−1(m− 1)!(3m− 4)(3m− 5) · · · 2 · 1 ≥ 3m−1(m− 1)!

なので, n = 6かつm = 2となる. 今, n 6= 6を仮定しているので, m = 1となり, したがって ϕ(σ)は
長さ 3の巡回置換である.

(3) i 6= j とし, ϕ((1 i)) = (a1 ai), ϕ((1 j)) = (a′1 aj)とおく. {a1, ai} ∩ {a′1, aj} = ∅とすれば,

ϕ((1 i j)) = ϕ((1 i))ϕ((1 j)) = (a1 ai)(a
′
1 aj)

であるから, ϕ((1 i j))の位数が 3であることに反する. また, {a1, ai} = {a′1, aj}の場合にも単射性に
矛盾が生じる. 適当に記号を書き換えることにより, ϕ((1 i)) = (a1 ai)かつ ϕ((1 j)) = (a1 aj)と表せ
る. ここで, k 6= i, j, ϕ((1 k)) = (α β)とし, a1 /∈ {α, β} ∩ {a1, ai}を仮定する. このとき, α = ai とし
てよく, ai 6= aj なので α 6= aj である. また, α /∈ {α, β}∩ {a1, aj}でもあるので, α 6= aj より, β = aj

である. しかし,
ϕ((1 k)) = (ai aj) = (1 ai)(1 aj)(1 ai) = ϕ((i j))

より, (1 k) = (i j)となり, k 6= i, j に矛盾する. したがって, 主張は成立する.

(4) (3)より,

ϕ((i i+ 1)) = ϕ((1 i)(1 i+ 1)(1 i)) = (a1 ai)(a1 ai+1)(a1 ai) = (ai ai+1)

であり, 問題 2.3.9より, (ai ai+1)という元全体は Sn を生成する. また, τ ∈ Sn を任意の 1 ≤ i ≤ n

に対して τ(i) = ai が成り立つようなものとしてとれば, 補題 4.2.2より, ϕ(σ) = τστ−1 となるので, ϕ

は内部自己同型である.

問題 4.6.12.

ϕが自己同型であるためには σ = σ1σ2 · · ·σm と隣接互換の積で表したときに

ϕ(σ) = ϕ(σ1)ϕ(σ2) · · ·ϕ(σm)

となることが必要である. したがって, これにより ϕを定義する. まず, ϕが写像として well-definedであるこ
とを示す. τi を隣接互換として, σ = τ1τ2 · · · τk とすれば

ϕ(σ) = ϕ(τ1)ϕ(τ2) · · ·ϕ(τk)

であり, 問題 4.6.4(3) より, Sn の関係式は本質的に問題 4.6.4(1) で示されているものしか存在しないので,

その関係式を適当に使えば, τ1τ2 · · · τk を σ1σ2 · · ·σm に変形することができる. また, 問題 4.6.4(1) で示さ
れている関係式は準同型で送られた先でも成り立つので, 原像と同様に関係式を使って変形することにより,

well-definedであることは従う. 次に, well-definedであることの証明と同様に単射であることが従い, 有限群
の全射自己準同型であることから ϕは自己同型であることが示された.
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問題 4.7.1.

定理 4.5.7より, Sylow-p部分群 H と Sylow-2部分群が K が存在するので, 位数 p, 2の元 h, k はそれぞれ
存在する. H は指数 2の部分群なので問題 2.8.2より正規部分群である. ゆえに, HK は Gの部分群であり,

H,K ⊂ HK より HK = Gが成り立つ. ここで, hk = khならば Gは可換群となり矛盾するので, hk 6= kh

である. khの位数が 2でないと仮定すれば, khの位数は pである. また, H は正規部分群なので, 定理 4.5.7

より, 唯一の Sylow-p部分群であり, したがって kh ∈ H となる. これより, kh = hi と表すことができるが,

これは不合理なので, khは位数 2の元である. ゆえに, khk = h−1 が成り立つ.

Fp = 〈x, y | xp = y2 = 1, yxy = x−1〉

とすれば, 定理 4.6.5 より, 全射準同型 Fp → G が存在する. さらに, 問題 4.6.2 より, Fp
∼= Dp となるので,

特に |Fp| = |Dp| = 2pである. したがって, |G| = 2p = |Fp|となり, Fp
∼= Gが従う. 以上から, G ∼= Dp で

ある.

問題 4.7.2.

問題 4.7.1と同様に, Sylow-7部分群 H と Sylow-3部分群が K が存在するので, 位数 7, 3の元 h, k はそれ
ぞれ存在する. |G| = 21 であることと, 定理 4.5.7 より, Sylow-7 部分群は一つしか存在しない. ゆえに, 正
規部分群である. これより, HK は G の部分群であり, H,K ⊂ HK より, G = HK が成り立つ. ゆえに,

kh 6= hk である. H が正規部分群であることから, khk−1 ∈ H となるので, 0 ≤ i ≤ 6を使って, khk−1 = hi

と表すことができる. したがって,

h = k3hk−3 = hi
3

より, hi
3−1 = 1となるので, i3 − 1は 7の倍数である. これより, i = 1, 2, 4のいずれかとなるが, kh 6= hk よ

り, i = 2または i = 4である. i = 4の場合には k2 を k と置きなおすことで, khk−1 = h2 という関係式が成
り立つ.

F = 〈x, y | x7 = y3 = 1, yxy−1 = x2〉

とすれば, 定理 4.6.5より, 全射準同型 F → Gが存在する. また, 問題 4.6.5より, |F | = 21 = |G|も成り立つ
ので, F ∼= Gとなる.

問題 4.7.3.

問題 4.7.1と同様に, Sylow-13部分群 H と Sylow-3部分群が K が存在するので, 位数 12, 3の元 h, k はそ
れぞれ存在する. また, 問題 4.7.2と同様に Sylow-13部分群は一つしか存在しないので, H は正規部分群とな
り, HK = Gが従う. これより, khk−1 ∈ H なので, khk−1 = hi となるような 0 ≤ i ≤ 12が存在するが,

h = k3hk−3 = hi
3

より, i3 − 1は 13の倍数であり, これを満たすのは i = 1, 3, 9である. i = 1と仮定すれば, hk 6= khとなる
ので, G = HK であり, G が非可換群であることに反する. i = 9 の場合には k2 を k と置きなおすことで,

khk−1 = h3 という関係式が成り立つ. あとは問題 4.7.2と同様に, 定理 4.6.5と問題 4.6.6より, 主張が従う.

問題 4.7.4.

(1) 位数 8の元をもてば, G ∼= Z/8Zとなって可換群になるので矛盾.
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(2) G \ {1}の元の位数は 2または 4であるが, 任意の G \ {1}の元について位数が 2ならば問題 2.4.8よ
り可換群となって矛盾.

(3) H := 〈x〉は指数 2の部分群なので正規部分群であり, yxy−1 ∈ H となる. ゆえに, yxy−1 = xi と表せ
る. また, K = 〈y〉とすれば, H が正規部分群であることから HK は Gの部分群である. K,H ⊂ HK
であり, y /∈ H なので, |HK| > 4となる. ゆえに HK = Gが従う. これと Gが非可換であることか
ら, xy 6= yxなので, i 6= 1である. i = 2と仮定すれば, yx2y−1 = 1より, x2 = 1となるので矛盾. し
たがって, yxy−1 = x−1 である.

四元数群を Qと表し, 位数 8の非可換群を分類する. Gのうち, 位数 nの元の集合を G(n)とおく.

|G(4)| = 2のとき このとき, G(4) ⊂ H なので, y は位数 2の元である. ゆえに,

F =
⟨
x, y | x4 = y2 = 1, yxy−1 = x−1

⟩
とすれば, 定理 4.6.5より全射準同型 F → Gが存在する. さらに, 問題 4.6.2より特に |F | = |D4| =
8 = |G|となるので, F ∼= Gが従う. これと, 再び問題 4.6.2より, G ∼= D4 である.

|G(4)| 6= 2のとき |G(4)| + |G(2)| = 7となるので, このとき, y を位数 4の元をとしてよい. x, y を入れ
替えれば, xyx−1 = y−1 も成り立ち, これより x2 = y2 が従うので,

F =
⟨
x, y | x4 = y4 = 1, x2 = y2, yxy−1 = x−1

⟩
とすれば, 定理 4.6.5より全射準同型 F → Gが存在する. さらに, 問題 4.6.7より特に |F | = |Q| =
8 = |G|となるので, F ∼= Gが従う. これと, 再び問題 4.6.7より, G ∼= Qである.

問題 4.7.5.

位数 18の群をGとする. Gが可換群の場合には定理 4.8.2より, Gは Z/18Zまたは Z/2Z×Z/3Z×Z/3Z
に同型であることが従う. 次に, Gが非可換群の場合を考える. 定理 4.5.7より, Sylow-3部分群 H が存在し,

H は指数 2の部分群なので正規部分群である. Sylow-2部分群を K とし, k ∈ K を位数 2の元とする. H が
正規部分群であることから HK は Gの部分群であり, H,K ⊂ HK より, G = HK となる. H は位数が 32

なので可換群であり, 定理 4.8.2より H ∼= Z/9Zまたは Z/3Z× Z/3Zが成り立つ.

H ∼= Z/9Zのとき 位数 9 の元 h ∈ H が存在する. H が正規部分群なので, khk−1 = hi と表すことが
でき,

h = k2hk−2 = hi
2

より, hi
2−1 = 1 となる. ゆえに, i2 − 1 は 9 の倍数であり, これを満たすのは i = 1, 8 のみである.

i = 1のときには kh = hk となって, G = HK より Gが可換群となってしまうので矛盾. したがっ
て, khk−1 = h−1 である.

F =
⟨
x, y | x9 = y2 = 1, yxy−1 = x−1

⟩
とすれば, 定理 4.6.5より全射準同型 F → Gが存在し, |F | = |D9| = 18 = |G|なので, F ∼= Gが従
う. さらに, 問題 4.6.2より, G ∼= D9 が成り立つ.

H ∼= Z/3Z× Z/3Zのとき a, b を H = 〈a, b〉 となるものとする. このとき, H = 〈a, b〉 かつ G = HK

であって, G は非可換なので, a, b の少なくとも一方は k と非可換になる. それを a とする. また,

ϕ = Ad(k)と定める.
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ϕ(b) = bのとき ϕ(a) = aibj とすれば,

a = ϕ2(a) = ai
2

bj

より, a1−i2 = bj が成り立つが, a, bの定義より, i = 2, j = 0が従う. ゆえに, kak−1 = a−1 で
あり, 定理 4.6.5と問題 4.6.2より, 〈k, a〉 ∼= D3 が成り立つ. また, G = HK と H = 〈a〉〈b〉よ
り, 〈k, a〉〈b〉 = Gであり, 〈k, a〉 ∩ 〈b〉 = {1}となる. bは a, k と可換なので, 〈k, a〉, 〈b〉は Gの
正規部分群となる. これらと命題 2.9.2より G ∼= D3 × Z/3Zが成り立つ.

ϕ(b) 6= bのとき まず, a, bを H = 〈a, b〉かつ ϕ(a) = a−1, ϕ(b) = b−1 を満たすようにとれること
を示す. ϕ ∈ Aut(Z/3Z× Z/3Z) ∼= GL2(Z/3Z)であって, ϕに対応する行列を P とすれば, a, b

に関する条件はある線形独立な α, β ∈ (Z/3Z)2 が存在して,

Pα = −α, Pβ = −β

となることである. これは, P が重複度 2の固有値 −1をもち, 対角化可能であることと同値で
ある. P の最小多項式をmP とすれば, P 2 = 1より, mP (λ)は λ2 − 1を割り切るので,

mP (λ) = λ+ 1 または mP (λ) = λ2 − 1

であり, P の最小多項式は重根を持たない. したがって, 対角化可能である. これらより, 条件を
満たすような a, bが存在することが示された. 次に,

F = 〈x, y, z | x3 = y3 = z2 = 1, xy = yx, zxz−1 = x−1, zyz−1 = y−1〉

とする. 上で示したことと定理 4.6.5 より, 全射準同型 F → G が存在する. また, F の関係式
より, F の任意の元は xsytzu という形で表すことができるので, |F | ≤ 18 である. これより,

F ∼= Gとなる.

問題 4.8.1.

G ∼= Z/5Z× Z/150Z× Z/9000Z× Z/27000Z.

問題 4.9.1.

(1 2 3 4 5) = (1 5)(1 4)(1 3)(1 2)なので, (1 2 3 4 5) = (1 4 5)(1 2 3).

問題 4.9.2.

(1) Sn (n = 2, 3, 4)について, 自明でない置換表現 ρn : A5 → Sn をもつならば, Ker ρn ⊂ A5 はそれぞれ
正規部分群となる. A5 は単純群なので, ρn が自明でないことから Ker ρn = {1} となるが, |A5| > n!

より, これは矛盾である.

(2) 位数 n の真部分群 H が存在するならば, |A5/H| = 60/n であり, X = A5/H とすれば, X への
a · xH = (ax)H で定まる置換表現 ρ : A5 → S60/n が導かれる. 任意の a ∈ A5 について, a ·H = aH

となることと, |X| > 1 より, この置換表現は自明ではない. したがって, 60/n 6= 2, 3, 4 であり,

n 6= 15, 20, 30となる.

問題 4.9.3.
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(1) 指数 2の部分群を H ⊂ Sn とする. このとき, Sn/H は位数 2の群なので可換であり, 命題 4.3.2より
D(Sn) ⊂ H が成り立つ. ここで, 問題 4.2.10で示したように D(Sn) = An であるから, An ⊂ H であ
る. さらに, |An| = |H|も成り立つので, H = An となる.

(2) 仮定より, 自明でない置換表現 ρ : G → S5 が存在し, Ker ρは Gの正規部分群である. Gは単純群で
あり, ρは自明でないので, Ker ρ = {1}が成り立つ. これより, 部分群 ρ(G) ⊂ S5 の位数は 60である.

これは指数 2の部分群であることを示すので, (1)より, G ∼= A5 が成立する.

(3) G の Sylow-p 部分群 Hp の数を n(p) とする. 定理 4.5.7 より, n(3) = 1, 4, 10 であり, n(3) = 1 のと
きには H3 が G の正規部分群となるので, G が単純群であることに反する. さらに, n(3) = 4 のとき
には |NG(H3)| = 15となるので, 問題 4.9.2の証明に反する. したがって, n(3) = 10である. 同様に,

n(5) = 1, 6であり, n(5) = 1のときにはH5 が正規部分群になるので, Gが単純群であることに反する.

これより, n(5) = 6である.

(4) Gの位数 nの元の集合を G(n)で表す. (3)より, |G(3)| = 20, |G(5)| = 24なので, 位数が 3, 5出ない
ものの数は 60− 20− 24 = 16である.

(5) g0 ∈ G を位数 10 の元とする. 〈g0〉 は位数 10 の部分群であり, Sylow-5 部分群 H0 を含む. 定理
4.5.7 より, Sylow-5 部分群はすべて共役であり, Sylow-5 部分群全体の集合を X とすれば, 任意の
Hi ∈ X (i = 1, 2, . . . , 5) について, ある ai ∈ G が存在して, aiH0a

−1
i = Hi が成り立つ. このとき,

aiH0a
−1
i で表される部分群は相違なる Sylow-5 部分群をちょうど一つ含む, 位数 10 の巡回群である.

ゆえに, それぞれの生成元を gi で表せば, これらは相異なる元である. ここで, Hi ∩Hj が位数 10の元
g を含んでいると仮定すれば, g は gi, gj も生成するので, Hi = Hj が成り立つ. また, Hi は位数 10の
元を 4つ含むので, 位数 10の元が 24個存在することになり, 不合理である. したがって, Gは位数 10

の元を持たない.

(6) 〈x〉の位数は 2なので, 定理 4.5.7より, 〈x〉はある Sylow-2部分群 H に含まれる. また, |H| = 4なの
で可換群となる. これより, H ⊂ ZG(x)となり, ZG(x)は位数が 4の倍数であるような Gの部分群と
なる. このとき, (2)と問題 4.9.2の証明より, |ZG(x)| = 4が従う.

(7) x ∈ H1 ∩ H2 とする. x の位数が 4 のとき, x は H1,H2 をそれぞれ生成するので, H1 6= H2 に反
する. また, x の位数が 2 のとき, H1 ∩ H2 は H1,H2 の指数 2 の部分群なので, H1,H2 の正規部分
群である. これより, NG(H1 ∩ H2) は H1,H2 を部分群にもつので, 位数が 4 の倍数となる. さらに,

H1,H2 ⊂ NG(H1 ∩H2)より, |NG(H1 ∩H2)| ≥ 6となるので, その位数は 12以上となる. しかし, こ
れは (2)と問題 4.9.2の証明に反するので, H1 ∩H2 = {1}となる.

(8) Sylow-2部分群の数を nとすれば, 定理 4.5.7より, nは 60の約数かつ奇数となる. さらに, 問題 4.9.2

と定理 4.5.7より, n 6= 2, 3, 4であり, n = 1はGが単純群であることに反する. また, (4)より, Sylow-2

部分群を構成する元の数は 16以下であるから, (7)によって n ≤ 5となる. 以上より, n = 5が導かれ
るが, このときには Sylow-2部分群を H として, |NG(H)| = 12となるので, (2)より, G ∼= A5 が示さ
れる.

問題 4.9.4.

(1) (1 i j)(1 j k) = (i j k)となるので, 長さ 3の巡回置換はすべて生成される. これと補題 4.9.2より, 主
張は成り立つ.

(2) ϕ(σ)の位数は 3なので, ϕ(σ)は互いに素な長さ 3の巡回置換の積で表せる. これより, n ≤ 5のときに
は ϕ(σ)は長さ 3の巡回置換となる. 以下, n ≥ 7について考える. τ ∈ An と部分群 G ⊂ Sn において
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共役な元の集合を CG(τ)で表せば, 定理 4.1.28より,

|CAn
(τ)| = |An|

|ZAn
(τ)|

, |CSn
(τ)| = |Sn|

|ZSn
(τ)|

が成り立つ. また, τ が互いに素な長さ 3 の巡回置換の積で表される時, 問題 4.2.7 より, [ZSn
(τ) :

ZAn(τ)] = 2であり, これより, |CSn(τ)| = |CAn(τ)|となる. 一方, 補題 4.2.2より, 共役な元の自己同
型による像は型が等しいので, ϕ(σ)は長さ 3の巡回置換であることが従う.

(3) ϕ((1 2 i)) = (a b c1) のとき, Si = {a, b, c1} などと定める. i 6= j について, |Si ∩ Sj | = 1, 3 の場合,

ϕ((1 2 i)(1 2 j))の位数が 2となることに反するので, 矛盾. ゆえに,

|Si ∩ Sj | = 2

である. Sj = {a, b, c2}とおく. (1 2 i)と (1 2 j)の積をとり, その像の位数を考えれば, ϕ((1 2 j)) =

(a b c2)なので, 主張は従う.

(4) n = 3, 4 の場合には明らかである. n ≥ 5 の場合, 3 ≤ k ≤ n を k 6= i, j なるものとしてとり,

ϕ((1 2 k)) について考える. Ti = Si ∩ Sk とすれば, Ti = {a, b}, {a, c1}, {b, c2} のいずれかであり,

Ti = {a, c1}と仮定すれば, Sk = {a, c1, c2}となる. しかし, 積をとり, 像の位数を考えれば, 矛盾が生
じる. Ti = {b, c1} と仮定しても同様に矛盾が導かれる. したがって, Ti = {a, b} である. 再び積をと
り, 像の位数を考えれば, 主張が従う.

(5) σ ∈ Sn を σ(i) = ai を満たすようなものとしてとる. ϕ の単射性と (1), (4) より, σ は写像として
well-definedである. これより, ϕは Sn の内部自己同型の制限であることが示された.

問題 4.10.1.

ρの像に (1 2), (2 3)が存在することを示せば十分である. X = {F1, F2, F3}とすれば, (1 2)の場合につい
て, F3 の二面の中心を軸にして π/2回転させるような作用をする元 g ∈ Gは明らかに存在し, ρ(g) = (1 2)

となる. 同様に, ρ(h) = (2 3)となるような h ∈ Gも存在するので, Im ρ = Gとなり, ρは全射である.
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